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Resum

En aquesta part es duu a terme un estudi teoric sobre la dinamica de |'ordenacié de
fases. Quan un sistema amb punt critic es sotmet a un canvi sobtat de temperatura
des d'una temperatura superior a la critica fins a una temperatura inferior a la
critica, el sistema deixa d'estar en un estat d'equilibri estable, de manera que es veu
immers en un procés de relaxacié cap a un estat d'equilibri estable. En tractar-se
d'un fendmen critic, aquest procés de relaxacié involucra diverses fases, governades
per un parametre d’ordre. L'objectiu del treball és trobar les lleis de creixement
temporal dels dominis de fases que es formen a temps prou llargs després del canvi
sobtat de temperatura. L'estudi es fara a partir d'equacions d’evolucié pel parametre
d’ordre; només es consideraran parametres d’ordre escalars pero es tindra en compte
la preséncia o no d'una llei de conservaci6 del parametre d'ordre.



Capitol 1

Introduccid

Aquest treball pretén descriure les caracteristiques basiques de I'ordenacié de fases
entesa com a fenomen critic de no equilibri.

L'ordenacié de fases és el procés al qual es veu sotmés un sistema que presenti
una transicié de fase continua en el moment en el qual es canvia sobtadament la
seva temperatura des d'una temperatura superior a la critica a una d'inferior. Per
simplicitat podem pensar en el model d’Ising ferromagnétic. En el moment del canvi
de temperatura, la fase desordenada del sistema passa de ser estable a ser inestable
(veure figures 1.1 i 2.1). Les fluctuacions s'encarregaran seguidament de fer que el
sistema evolucioni cap a una de les fases ordenades subcritiques de les quals disposi.
Aquest procés, que sovint s'anomena descomposicié spinodal, no és instantani, siné
que és un procés dinamic, ja que el caracter local de les fluctuacions fa que diferents
regions del sistema evolucionin inicialment cap a una o altra fase.

En conclusid, ens trobem davant d'un procés de relaxacié cap a I'equilibri des
d’un estat inestable. A més, hi ha la particularitat que també es tracta d'un fenomen
critic, fet que fa que el sistema tingui més d'una fase (estat d'equilibri estable) a la
qual relaxar-se. Aix0 fa que els temps tipics de relaxacié siguin més llargs que els
dels fenomens de relaxacié no critics, ja que les diverses fases competeixen entre
elles per arribar a |'estat d'equilibri.

Aixi doncs, el que intentarem determinar soén les lleis de creixement temporal
dels dominis de les diferents fases. Experimentalment s'observa que aquest creixe-
ment es fa de manera estadisticament autosimilar a cada instant de temps. Aixo
provoca que hi hagi unes lleis d’escalat dinamiques analogues a les lleis d’escalat
caracteristiques dels fenomens critics estatics. L'existéncia i forma d’aquestes lleis
d’escalat es poden prendre com a hipotesis basades en les evidéncies experimen-
tals o bé es poden justificar per mitja d’arguments basats en I'extensi6 del grup de
renormalitzacié a fendmens dinamics.

Les lleis de creixement dels dominis depenen de la dimensié del parametre
d’ordre. En aquest treball ens restringirem a parametres d’ordre escalars. Un trac-
tament del problema per parametres d'ordre no escalars es pot trobar a [13, 16, 18].
També es pot estudiar |'extensié a casos en els quals el camp extern conjugat del
parametre d’ordre (el camp magnétic en el cas del model d’'lsing) no sigui nul, de
manera que la criticalitat del fenomen es perd parcialment. Tractaments d’aquest
fenomen es poden trobar a [4, 5].

Hi ha diversos sistemes que presenten una dinamica per |'ordenacié de fases
amb un parametre d’ordre escalar. Un d’ells és el ja citat solid ferromagnétic re-
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Figura 1.1: Secci6 critica (a camp conjugat nul) del diagrama de fases d'un sistema
amb dues fases subcritiques que es veu sotmés a un canvi sobtat de temperatura
(quench) des d'una temperatura superior a la critica fins a una d'inferior. Aqui C
és el parametre d’ordre, que pren un valor Cj a la fase desordenada o uniforme (per
temperatures majors que la critica, 7' > Tp) i uns valors C, i Cg respectivament
a cadascuna de les dues fases ordenades a temperatura T, < T. S'hi assenyala
I'estabilitat de la fase desordenada en les diferents regions del diagrama. La corba de
trac discontinu és I'anomenada corba spinodal, la regi6 interna a la qual correspon
a estats inestables que pateixen la descomposicié spinodal, mentre que la regié
externa correspon a estats metaestables que condueixen al fenomen de la nucleacié.
Imatge extreta de [3].

presentat per I'ubicu model d’lsing ferromagnétic. Altres exemples podrien ser els
aliatges metal-lics o la separacié de fluids binaris'; en general una mescla binaria.
Tanmateix, hi ha una diferéncia cabdal entre aquest darrer sistema i el solid ferro-
magnétic, i és que, mentre en el primer el parametre d'ordre (la magnetitzacié) no
es conserva durant I'evolucio, en el darrer (on el parametre d’ordre és la diferéncia
de concentracions entre els components) si que ho fa. Clarament, mentre que un
spin del model d'Ising pot canviar del valor +1 al valor —1 o a l'inversa per efecte
de les fluctuacions, passant de contribuir a una fase a fer-ho en I'altra, una parti-
cula d’'un component d'una mescla no pot convertir-se en una particula de |'altra
component per efecte de les fluctuacions. Aquest fet és crucial i, de fet, fa que la
dinamica de relaxacié quan el parametre d’ordre es conserva sigui encara més lenta
que en el cas en el qual no es conserva.

Encara hi ha més, i és que en el context de les mescles binaries també es pot
donar el cas que els dos components de la mescla, enlloc de tendir a separar-se, és
a dir, a formar dominis d'un mateix component, tendeixin a formar estructures al-
ternades del tipus ABAB quan es troben per sota de la temperatura critica. Aquest
cas es pot pensar en termes del model d’lsing antiferromagnétic i, de fet, en aquest
cas, el parametre d'ordre no es conserva. Aix0 és aixi ja que per aquest sistema

1En el cas de les mescles de fluids, la gravetat actua com a un efectiu separador de les fases, fet
que redueix drasticament els temps de relaxacié. L'efecte de la gravetat es minimitza si s'estudien
sistemes on ambdues fases tinguin densitats molt semblants.

DINAMICA DE L'ORDENACIO DE FASES
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el parametre d’ordre és +1 si el sistema esta ordenat en la configuracié alternada
ABAB i —1 si ho esta segons BABA. Llavors, les fronteres dels dominis es troben
quan dues particules A o dues particules B sén veines, formant una estructura com
ara ABABBABA. Com que les particules canvien de lloc continuament en busca
de I'equilibri, les diverses regions ABAB o BABA van canviant les seves mides, de
manera que el parametre d'ordre no es conserva. Aquest tipus de transicions s'ano-
menen d'ordre-desordre, i |'inica caracteristica que les diferencia del ferromagnet és
que el que si que es conserva aqui és el nombre de particules de cada component.
Tanmateix, aquesta diferéncia no és suficient com per evitar que la dindmica de
creixement dels dominis sigui la mateixa en ambdds sistemes.

| és que, com intentarem explicar, el fet que el parametre d'ordre es conservi
o no emmarcara els sistemes en classes d’universalitat diferents en el context del
grup de renormalitzacié dinamic. De fet, aquesta nova classificacié en dues classes
d’universalitat associades al comportament dinamic d'aquestes transicions de fase
pot arribar a separar en classes d’universalitat dinamiques diferents dos sistemes que
formaven part de la mateixa classe d'universalitat estatica.

A partir d'ara el nostre objectiu seran les lleis de creixement dels dominis. El
que pretenem trobar és que, a temps prou grans després del canvi de temperatura,
en el cas d'un sistema amb conservacié del parametre d’ordre la llei de creixement

és L (t) ~ t'/3 mentre que en un sistema on el parametre d’ordre no es conserva és
L(t) ~ t'/2,

DINAMICA DE L'ORDENACIO DE FASES



Capitol 2

Fonaments i modelitzacioé
del problema

En aquest capitol plantejarem les equacions d'evolucié del parametre d’ordre que,
mitjancant la hipotesi d’escalat dinamic, ens permetran obtenir en els segiients
capitols els exponents dinamics que governen el creixement dels dominis tant en el
cas en el qual el parametre d'ordre es conserva com en el cas en el qual no ho fa.
En tot moment pensarem en el model d'lsing com a descripcié dels sistemes que
pretenem estudiar.

2.1 Funcional d’energia lliure de Ginzburg-Lan-
dau-Wilson

Hem de comencar per determinar una funcié termodinamica del sistema; concre-
tament en buscarem I'energia Iliure. Com que les longituds tipiques dels dominis
seran molt majors que les escales de longitud microscopiques, podrem treballar amb
un parametre d'ordre en |'aproximacié continua (coarse-grained). Aixi, el parametre
d’ordre sera un camp de la posicié i el temps, m (7, ¢). Comencem per considerar
la situacié estatica. En aquest cas podem definir la funcié de particié del siste-
ma, que serd una suma sobre tots els possibles valors del parametre d'ordre, que
representarem com una integral funcional de la segiient manera:

Z (N, T (7), B (7)) = e~ PCNT@.B0) _ /Dm (7) e~ AFm@.BO] (2.1)

on B () és el camp conjugat del parametre d'ordre, G és I'energia lliure de Gibbs
i F és el funcional d'energia del sistema. Si pensem en el model d'lsing, on el
parametre d'ordre és la magnetitzacié, B seria el camp magnétic extern. Per la
seva banda, el funcional d’energia del sistema, gracies a la seva extensivitat, es pot
escriure com

Flm (), B(7)] = /ﬁdd?ﬁ [m (), B ()], (2.2)

on d és la dimensié de I'espai, ¢ és I'hipervolum del sistema i £[m (7), B (7)] és
I'anomenat funcional d’energia Iliure de Landau.
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El que pretenem ara és trobar una forma aproximada per al funcional d’e-
nergia del sistema. Per trobar I'expressié que busquem treballarem en la versié
discreta i al final continuitzarem el resultat. La forma aproximada que busquem
vindra donada per la hipotesi fenomenologica de Landau, que en el cas discret és

N

F({se}) = H ({sk}) + kT Y _ (cas? + cusy) , (2.3)

i=1

que negligeix contribucions superiors a les de quart ordre. Aqui s; sén les projeccions
dels spins del sistema en la direccié del camp magnétic, co i ¢4 s6n dues constants
i H és el hamiltonia del model d'Ising:

N N
H ({sk}) = —JZ 885 — BZsi. (2.4)
(4.3) =1

Per arribar al resultat pretés hem de reescriure aquest hamiltonia com

H ({sx}) = fBZszf—Z (s?JrS?—(siij)?) =

(i,5)

N N J N Y
:732514—7!]25?752 Z *5] ) (2.5)
i=1

i=1 i=1 j(i)=1

on ~ és el nombre de coordinacié de la xarxa en qiiestié i el darrer sumatori s’estén
als spins veins del spin i. Llavors, el funcional d'energia en I'aproximacié de Landau
queda

N N J N ¥
2 4
F({si}) = fBZsmw )Y st tai ()Y st=53 > (s
=1 i=1 i=1j(i)=1
(2.6)
amb
a9 (T) = CQkBT — ’)/J, a4 (T) = C4kBT. (27)

Aquest és I'anomenat funcional d'energia de Ginzburg-Landau. Si ara la continuit-
zem obtindrem el resultat que buscavem, que és I'anomenada energia de Ginzburg-
Landau-Wilson:

Flm (), B () = /ﬂddf (—B () m (7) + arm® (7) + o (7) + & (9 (F))2)

(28)
amb
L, —w(T), lza(r —_J (29
TS5 , ar = ay (T, 2fa4(), c=—J. .
Fixant ja B () = 0 i reescalant les constants podem escriure-la com
1 /4 2
Flm(F)] = / ddf'(Q (Vm (F)) +Vm (F)]) : (2.10)
9
amb )
Vim(®)=(1-m*@)". (2.11)

DINAMICA DE L'ORDENACIO DE FASES
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Es a dir, tenim dues contribucions a I'energia. Una d'elles és un potencial de doble
pou (veure figura 2.1). Aquest potencial conté un maxim a m = 0, que correspon a
la fase desordenada per sota de la temperatura critica, on és inestable, i dos minims
simétrics a m = £1 i que prenen el mateix valor, V (+1) = 0, que representen
les dues fases d’equilibri, ordenades i estables. L’altra contribucié energética és el
gradient del parametre d'ordre, que té en compte I'excés d’energia que es produeix
en les interfases entre els dominis.

T c > T<T,
quench
V() V()
—Yo Yo
0 (7] 0 (1}

Figura 2.1: Forma del potencial del sistema per sobre i per sota de la temperatura
critica. Aqui v és el parametre d'ordre. Després del canvi sobtat de temperatura,
el sistema es troba al maxim d'aquest potencial (estat inestable) i ha de relaxar cap
a un dels dos minims que representen les fases ordenades, representades aqui pels
valors +1)y del parametre d'ordre. Imatge extreta de [4].

Un cop plantejat, doncs, el problema estatic, el que ara ens plantejarem és
trobar I'evoluci6 del sistema quan el refredem sobtadament des d'una temperatura
superior a la critica a una temperatura inferior a la critica. Les dues fases estables
m = *1 apareixeran a partir de la inestable a causa de les fluctuacions i competiran
en igualtat de condicions per assolir |'estat d'equilibri.

2.2 Equacié d’evolucié per un parametre d’ordre
no conservat. Equacié de Ginzburg-Landau
dependent del temps

L’equaci6 d'evolucié del parametre d'ordre serd diferent segons que aquest es con-
servi o no. Considerem en primer lloc el cas no conservat. La configuracié d’equilibri
del sistema es trobaria imposant

0F [m (7)]

p (7) = W = 0. (212)

DINAMICA DE L'ORDENACIO DE FASES
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Llavors, prou a prop de I'equilibri, és a dir, a temps prou llargs del procés de crei-
xement de dominis, esperem que la resposta dinamica de relaxacié del parametre
d’ordre sigui lineal amb la separacié del sistema respecte I'equilibri, donada precisa-
ment per p (7). Aixi escriurem

om (F,t) _ L OF [m ()]

ot om (7, t) (2.13)

on I' és un coeficient cinétic. Aquesta és I'anomenada equacié de Ginzburg-Landau
dependent del temps. Generalment, la trobem amb un terme més de tipus estocastic
per modelar les fluctuacions térmiques:

om (7,t) [ O0F [m(7t)]

T r 5m (7. 1) + ¢ (7, 1), (2.14)

perd a la seccié 2.4 veurem que en el cas que ens ocupa el podem negligir.
Per dur a terme la derivada funcional hem de tenir en compte que

Flm (@) = [9 A7 L [m 7)), Vm (F’)] , (2.15)

on ja hem oblidat la dependéncia temporal per tal de simplificar la notacié. Llavors

OF [m (7)) _ / iz [m (7)Y (7))
9

m () om (7)

) / dd;/‘% [m (7)), Vm (F’)} 5 (7)
9

om () sm ()
oc [m (7Y, Vm (F’)} 5 (ﬁm (F’))
+/19ddr o(Fm@))  m@®
m ,ﬁm

_ /9 ddF’aﬁ[ g;)(m (FI)Ls(F—f’H

X /ﬁddf'aﬁ [m (7)Y (7)) s =

P (ﬁm (F’)) T
_ac[m(ﬂﬁmm}_ﬁac[m(mﬁm(m} 219
- om (7) o(Vm(m) '

on en el darrer pas hem aplicat les propietats de la distribucié ¢ en el limit termodi-
namic del sistema ¥ — oo. Si ¢ (x) és una funci6 test qualsevol aquestes propietats

son:
/ do (x)dz = ¢ (0), / 8 (z)dr = — / 5o (x)dz = —¢' (0). (2.17)
R R R
Hem tingut en compte que com que ¢ (x) és una funcié test compleix

lim ¢ (x)=0. (2.18)

z—+o0
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Si apliquem aquest calcul de la derivada funcional al nostre cas, on
. 1 /- 2
£m @, Ym @] =5 (Ym@) +Vm @], (2.19)

tenim

m =V'[m(@)] =V -Vm (@) =V'[m@] - Vm (7). (2.20)
om (7)
Aixi que, finalment, |'equacié d’evolucié del parametre d'ordre en el cas no conservat
queda
r,t
%:7) =T (V?m (7, t) = V' [m (7 t)]). (2.21)

2.3 Equacié d’evolucié per un parametre d’ordre
conservat. Equacié de Cahn-Hilliard

En el cas del parametre d'ordre conservat, I'equacié d'evolucié no és I'obtinguda a
la secci6 anterior. En aquest cas hem de tenir en compte que I'tinic procés possible
en I'ordenacié de fases és la difusié del parametre d’ordre cap a diferents regions del
sistema. Es a dir, I'evolucié del parametre d'ordre s'ha de dur a terme respectant
la llei de conservacié

W YV j () =0, (2.22)

on j és el corrent del parametre d’ordre. Segons les hipotesis fenomenologiques
basiques de la termodinamica de processos irreversibles, aquest corrent és propor-
cional al gradient de la variable intensiva conjugada del parametre d’ordre, és a dir,

el potencial quimic:

j(Ft)=-—MV——2 2 2.2
on M és un coeficient cinétic. Aixi, I'equacié de conservacié esdevé
om (7,t) 5 0F [m (7, t)]
—_— = MVF—= 2.24
ot v om (7, t) (2.24)

Aquesta és I'anomenada equacié de Cahn-Hilliard®. Novament, com en el cas de
I'equacié de Ginzburg-Landau dependent del temps, sovint trobem I|'equacié de

LEIs fluids binaris sén un exemple de sistema amb el parametre d’ordre conservat. Malgrat aix,
I'equacié que regeix I’evolucié del seu parametre d’ordre no és exactament la de Cahn-Hilliard, siné
que s'ha de modificar per tal d'incorporar la possibilitat de transport hidrodinamic del parametre
d’ordre pel fluid. Llavors, s'ha d'afegir a I'equacié un terme advectiu:

om (7, t) §F [m (7))

7-Vm (7t) = MV?
o TOVmY Sm (7, 1)

Aixo fa que la llei de creixement sigui diferent segons la mida dels dominis. De fet, apareixen
tres régims segons que el terme dominant sigui |'advectiu, el difusiu 0 ambdéds siguin comparables.
Cadascun d’aquests régims acaba corresponent a unes escales concretes dels dominis, de manera
que hi ha basicament tres comportaments diferents del creixement dels dominis a mesura que la
seva escala de longitud augmenta. Es pot trobar un estudi d’aquest sistema a [13, 18] i a les
referéncies citades alla.
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Cahn-Hilliard amb un terme estocastic corresponent a les fluctuacions, que prové
de I'equacié de conservacio:

Lma(f’ Dy 560 =cit), (2.25)
om (7,t) o OF [m (7, t)] .
T—MV W+C(T7t). (226)

Com en el cas precedent, veurem que pels nostres calculs aquest terme és negligible.
La derivada funcional ja I'hem calculat anteriorment, de manera que obtenim

W = =MV (V¥m (7,1) = V' [m (7,1)]) . (2.27)

2.4 Independéncia de les condicions inicials i fi-
nals

En aquesta seccié pretenem argumentar el que hem anunciat en les dues darreres
sobre la possibilitat de negligir les fluctuacions térmiques en les equacions d'evolucié
del parametre d’ordre.

Pel cas de les condicions finals, la idea basica rau en el grup de renormalitza-
ci6. Resulta que quan fem el coarse-graining del sistema a temperatures inferiors a
la critica, el sistema renormalitza evolucionant cap a temperatures inferiors, és a dir,
capaT =0inocapaT =T, (veure figura 2.2). Aixi doncs, a temps prou llargs,
quan les escales tipiques dels dominis siguin molt majors que les microscopiques i,
per tant, puguem descriure el sistema a un nivell de detall prou borrés, el sistema
es trobara de forma efectiva a T' = 0, fent que I'efecte de les fluctuacions térmiques
esdevingui negligible.

De la mateixa manera, qualsevol tipus de correlacions de curt abast que hi
hagi a I'estat inicial de temperatura superior a la critica no es veuran al nivell de
detall coarse-grained al qual descriurem el sistema en el régim apropiat. Llavors,
manera que el sistema estara inicialment totalment desordenat. Evidentment, tota
aquesta discussié només sera valida si les correlacions sén de prou curt abast en
comparacié amb I'escala tipica dels dominis, i aixd serd cert si ens trobem prou
lluny del punt critic, on la longitud de correlacié divergeix.

Com veurem al capitol 5, el flux de renormalitzacié cap a T'= 0 es pot jus-
tificar per als sistemes amb el parametre d'ordre conservat, mentre que simplement
ens I'hem de creure per aquells on el parametre d'ordre no es conserva.

2.5 Hipotesi d’'escalat dinamic

La hipotesi d’escalat dinamic ja I’hem estat utilitzant implicitament fins ara, i és un
dels punts que concentra més informacio fisica sobre el sistema. Estd motivada per
les observacions experimentals i pel coneixement dels fenomens critics estatics que
tenim. La seva justificacié tedrica també es pot dur a terme pels sistemes amb para-
metre d'ordre conservat a partir de consideracions sobre el grup de renormalitzacié
dinamic, i aixd és precisament el que es fara al capitol 5. Tanmateix, aquesta justi-
ficacié no ens estalvia de fer altres hipotesis igual de fortes sobre el comportament
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high-T

3 4 Yeritical
point

low-T

Figura 2.2: Esbés del flux de renormalitzacié en un espai de parametres bidimen-
sional (veure capitol 5). Els punts grossos representen els punts fixos a I'espai de
parametres, que sén elsde T'=o00, T'=T, i T = 0. La corba ressaltada representa
la hipersuperficie critica. Imatge extreta de [11].

del sistema, de manera que es pot prendre sense problemes la hipotesi d'escalat
dinamic com la basica en la qual es recolza la resta de la teoria.

La hipotesi de I'escalat dinamic afirma que existeix una escala de longitud
L (t) tal que I'estructura formada pels dominis és, estadisticament parlant, indepen-
dent del temps (veure figura 2.3). Es a dir, que les formes dels dominis a escales de
longitud L (t) s6n estadisticament les mateixes a qualsevol temps. Dit d'una altra
manera, en un cert instant de temps no hi ha dominis de totes mides siné que tots
ells comparteixen una mateixa escala de longitud, L (), que aixd si, varia amb el
temps.
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Figura 2.3: Evolucié temporal dels dominis en una simulacié del model d'lsing
bidimensional de xarxa quadrada. A |'esquerra es mostra el cas del parametre d'ordre
no conservat, i a la dreta el cas del parametre d'ordre conservat. S’hi pot apreciar el
significat i la validesa de la hipotesi d'escalat dinamic. Imatges semblants s’obtenen
en experiments de laboratori en diferents tipus de sistemes. Imatge extreta de [11].
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Llavors les lleis potencials de creixement dels dominis amb el temps, L (t) ~
t?, queden ja totalment determinades donades les equacions d’evolucié del parame-
tre d’ordre i aquesta hipotesi. Precisament trobar aquestes lleis a partir d'aquests
ingredients és el que farem als capitols 3 i 4. Abans, perd, hem de veure quines
son les conseqiiéncies d'aquesta hipotesi sobre quantitats calculables o mesurables
experimentalment del sistema per tal d’'implementar la hipotesi d'escalat dinamic a
la practica.

2.5.1 Escalat de la correlacid

La correlacié espacial directa entre dos punts del sistema separats per un vector 7
es defineix com

C (7 t) = ((m(F t)ym (7 +7, t)>r-/e19>p0 , (2.28)

on el valor esperat intern és sobre totes les posicions del sistema i |'extern és sobre
totes les condicions inicials, que denotem per P,. L’existéncia d'una (nica escala
de longituds L (t), caracteristica de tots els dominis, fa que puguem escriure la
correlacié com

C(Ft)=f (L’;t)> = (m*)g (th)> . L€ (2.29)

ja que la correlacié és una funcié adimensional que, a un temps fixat, només depén
de la posicié relativa de dos punts, i les distancies només poden venir pesades per
I'inica escala de longituds macroscopiques L (t). Es clar que aquesta dependéncia
només es complira en I'anomenat régim d'escalat v, L. > &, on £ és la longitud
de correlacié del sistema quan aquest es troba en la fase desordenada, que actua
com a representant de les escales de longituds microscopiques. Per altra banda, la
definicié de la funci6 d'escalat g () es fa per tal d'aconseguir que g (0) = 1, ja que,
si m* és el valor del parametre d’ordre d'una fase ordenada a una certa temperatura
T <T, f(0)=(m*)>

2.5.2 Escalat del factor d’estructura

De I'escalat de la correlacié també en podem deduir I'escalat del factor d’estructura,
que és la transformada de Fourier espacial de la correlacid, per mitja de la propietat
d’escalat de les transformades de Fourier:

Flf @ =F i@l (L) =i (2). (230)

|al
En el nostre cas, per a un sistema de dimensi6é d i amb a = 1/L:
S (E t) =e, (/2 t) = (L) f (kL) = (L ()" (m*)*§ (kL) (2.31)
També ens sera atil veure que podem expressar el factor d’estructura com
- 1/ /- B -
s (k:,t) =3 <m (k:t) i (—k,t)>Po . (2.32)

Per veure-ho només hem d'aplicar les definicions:

C (7 t) = <119/§dd77’m (F’,t)m(F’+F,t)> , (2.33)

Py
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1 o
= < d4F'm (7, t) | diFe=FTm (7 + F,t)> =
P

_ % (i (<F,1) i (F, t)>PU : (2.34)

on hem fet el canvi @ =7+ 7.

2.5.3 Escalat del factor d’'estructura a distancies curtes. Llei
de Porod

Per altim, és interessant trobar el comportament del factor d’estructura a vectors
d’ona grans, és a dir, a distancies curtes. Per aixo considerem en primera instancia
la correlacié a distancies r curtes: ¢ < r < L. El producte m (7/,t) m (7' + 7, 1)
sera —1 si en avancar la distancia 7 es creua una interfase, mentre que sera +1 en
cas contrari. La correlacid, és a dir, la mitjana d’aquest producte per tots els punts
inicials, sera llavors —1 per la probabilitat de travessar una interfase en avancar 7
més +1 per la probabilitat de no travessar una interfase en avancar . Com que les
interfases estan separades de mitjana una distancia L, podem estimar la probabilitat
de travessar-ne una en avancar una distancia r < L per /L, de manera que

C(F,t)z—1%+1(1—%):1—f~%; r<L.  (235)

Llavors, per simple analisi dimensional de la transformada de Fourier d-dimensional
que cal fer per trobar el factor d’estructura a partir de la correlacié, sabent que
r ~ 1/k, tenim que, en el régim { < r < L,

, 1
S (kt) ~ o Rl L (2.36)

Aquest resultat es coneix com a llei de Porod.

2.6 Interfases en equilibri

L’altim ingredient que necessitem abans de passar a deduir les lleis de creixement
dels dominis en cada cas és un petit estudi de les propietats d'equilibri de les inter-
fases entre els dominis.
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2.6.1 Equacié de les interfases

Considerem una interfase en equilibri. Com que la situacié d'equilibri és sempre
estacionaria, la solucié per a la interfase que satisfa tant I'equacié d’evolucié del
cas amb parametre d'ordre conservat (2.27) com no conservat (2.21) és

V2m (7) — V' [m (7)] = 0. (2.37)

Si la interfase és plana o quasiplana i expressem |'equacié anterior en funcié d'una
coordenada normal a ella, n, tenim

d*m (n)
“dn? =V [m (n)], (2.38)
amb les condicions de contorn
ngrjrgoom (n) = £1. (2.39)

A més, prenem |'origen de la coordenada n a
m(n=0)=0. (2.40)

Podem veure que I'equaci6 (2.38) és equivalent a

<d”6‘h£”)>2 =2V [m (n)] (2.41)

una vegada integrada un cop, ja que si derivem aquesta darrera expressié obtenim
novament (2.38):

m(n)\” m (n) d*m (n
di<<dd7§ )> >:2dd7g)ddng 3 (242)
d _ dVIm(n)dm(n) dm (n)
. 2V [m(n)]) =2 dm () = 2V [m (n)] o (2.43)

2.6.2 Energia de les interfases. Tensi6 superficial

Ara considerem |'energia de la interfase, que la podem calcular per mitja del funci-
onal d'energia de Ginzburg-Landau-Wilson (2.10). Aquesta energia associada a la
interfase és precisament la tensié superficial. Si o és la tensi6 superficial i S és la
superficie:

o= M = ;/ﬂddf’(; (ﬁm(n))2 —i—V[m(n)]) =

[ (b () ) (5 e

on hem utilitzat (2.41) i que la integral de totes les coordenades a excepcié de la
normal n donen la hipersuperficie S de la interfase. Ara, tornant a utilitzar (2.41),

tenim
> m (n) dm (n !
0:/ dnd dT(l )ddT(z ) = /ldm\/QV(m). (2.45)

—o00 J—
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2.6.3 Saturacié del parametre d’ordre lluny de les interfases

Per altim, si linealitzem I'equaci6 (2.38) al voltant de m = +1 per n — toco tenim,
pel cas m ~ 1 quan n — oo,

d2 (1 — 81)

m=1—-—¢eg —
dn?

=V'(1-e1), (2.46)

d2 (1 —61) d261
= —— = Vl—e)m=V'(1)—e V') = - V" (1). (247)

Proposant solucions del tipus £; ~ e*” tenim

M=V (1) = e = AV O 4 Ble=VV(n (2.48)
lim e, =0=A; =0=¢; = Bie V'O =1 _p, (2.49)
n—oo

De la mateixa manera, per l'altre limit,

d? (=1 + &)

o =V (14 e), (2.50)

m=—1+e =
d2 (—1 +52) o d2€2

iz = g =V e =V (=) eV (-1) =V (1),

(2.51)
on hem utilitzat V" (—1) = V" (1). Proposant solucions del tipus 5 ~ 2™ tenim

)\2 =4/ V" (1) — &9 = AQ@ v vr(n + B2€7 v V”(l)n7 (252)
EIEI g =0= By =0=>¢e; = AseVV' " =14 m. (2.53)

Per simetria A = B; = A, de manera que

lim 1+m = Ae”VV'Minl, (2.54)

n—oo
Aquest resultat ens diu que, en equilibri, el parametre d'ordre satura exponencial-
ment en allunyar-se de la interfase. Aixo significa que quasi tota |'energia deguda a
la preséncia de la interfase esta localitzada en un entorn molt petit al seu voltant.
Aixi doncs, I'inica manera que té el sistema de disminuir aquest excés energétic
és reduir I'area de la interfase, fet que ens mostra que la forca que fara créixer o
decréixer els dominis en el cas dinamic sera deguda a la curvatura de la interfase.

2.7 Creixement de dominis

En els dos propers capitols tractarem I'evolucié dels dominis de fase tant en el cas
conservat com en el no conservat. En ambdés capitols exemplificarem I'obtencié
de les lleis de creixement d’aquests dominis calculant-les exactament en el cas d'un
domini esféric d'una fase aillat enmig d'un mar de I'altra fase. Cal, pero, tenir
en compte una diferéncia rellevant entre aquest exemple i el cas general, i és que
mentre que el domini aillat tendeix a col-lapsar, el que s’observa a la realitat és que
els dominis tendeixen a créixer amb el temps. L'explicacié és la segiient.
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Si tenim un domini d'una fase aillat enmig d'un mar de I'altra fase, aquest
desapareixera per la tendéncia del sistema a minimitzar I'energia, per aixd parlem
de I'encongiment i col-lapse d’aquest domini?. En canvi, si hi ha molts dominis en
contacte, la minimitzacié de I'energia intenta reduir-los tots ells alhora en relacié
als seus veins de fase contraria. Com que aixd no és possible, els diferents dominis
van creixent o decreixent en diferents zones en funcié del veinatge que tinguin (de
la curvatura de la interfase), i per aix0 en el cas general parlem de creixement de
dominis i no pas d'encongiment o col-lapse.

De fet, podem parlar propiament de creixement de dominis perqué els més
petits si que van desapareixent sota la influéncia de la curvatura, fet que té com a
conseqiiéncia que els dominis siguin cada cop més extensos de mitjana. D'aquesta
manera el sistema va evolucionant cap a l'equilibri. En el cas del parametre d'ordre
no conservat, I'equilibri correspon a la desaparicié d'una de les dues fases en favor
de l'altra, mentre que en el cas del parametre d'ordre conservat correspon a la
separaci6 total de les dues fases. En qualsevol cas, la relaxacié és un procés de
minimitzacié de I'energia que es veu dificultat, en general, per les fluctuacions.

2Un cas particularment interessant és el d’un domini esféric aillat d'una fase on la fase que
I’envolta estigui sobresaturada, és a dir, que contingui components de la fase contraria. En aquest
cas, tractat a [19, 13, 14], un radi critic separa el régim en el qual el domini aillat col-lapsa d’aquell
en el qual el domini aillat és capag¢ de captar components de la seva mateixa fase d’entre la fase
envoltant sobresaturada.
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Capitol 3

Parametre d'ordre no
conservat

En aquest moment ja disposem de tots els elements per calcular les lleis de crei-
xement dels dominis. En aquest capitol farem aquest calcul per als casos en els
quals el parametre d’ordre no es conserva. Tal com hem vist a les seccions 2.2 i 2.3
del capitol anterior, aquesta caracteristica és clau en la determinacié de I'evolucié
temporal del parametre d'ordre i, per tant, del creixement dels dominis. Aixo fa
que la llei de creixement d’aquests sigui diferent en ambdés casos. En el cas que
ens ocupa ara, el resultat que acabarem trobant sera L () ~ t'/2, I'anomenada llei
d'Allen-Cahn.

3.1 Encongiment i col-lapse d’'un domini esféric.
Tensid superficial

Comencem per considerar el cas simplificat d'un domini esféric aillat. Aquest exem-
ple ens servira per il-lustrar que, en el cas del parametre d'ordre no conservat, la
forca responsable del moviment de les interfases entre dominis és la tensi6 superfici-
al, i que aixo provoca que la velocitat de moviment de la interfase sigui proporcional
a la curvatura en cada punt.

3.1.1 Balanc energétic i mecanic

Considerem el treball fet per la forca associada a la tensi6 superficial, Fi, per tal
de reduir la superficie del domini esféric de radi R:

dW = Fg - di = FsdR. (3.1)

Per altra banda, I'energia associada a la superficie en dimensié d la podem escriure

com
E =08 =0Q4R", (3.2)

on S és la superficie i Q4 és I'angle solid en dimensi6 d. Llavors, el canvi d’energia
que es produeix en disminuir el radi del domini és precisament el treball fet per la
forca Fl:

dE = 0Q4(d — 1) R*2dR = dW = FsdR, (3.3)
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d’on
Fs=FsR=0Q4(d—1)R‘2R. (3.4)
Ara bé, aquesta no és |'inica forca que actua sobre la interfase, sin6 que en

el seu moviment també hi intervé la friccié. Els efectes d’aquesta forca els podem
modelar per mitja de la definicié del coeficient de friccid, 7, segons

- . ~ _1dR »~

Fp = —nSt¥ = —nSvR = —nQzR? 1ER’ (35)
on v és la velocitat de moviment de la interfase. Llavors, passats els instants
d'acceleracié inicials, un cop les dues forces s’han equilibrat, tenim

L dR
Fs=Fpr = —R—o = (d~1)o. (3.6)

Com veurem a l'apartat 3.2.4 pel cas general, 0 = I'), de manera que ja podem
obtenir la llei d’evolucié del radi del domini esféric:

R2(t) — R?(0) = —=2(d — 1) Tt = R(t) ~ t'/2. (3.7)
El temps de col-lapse del domini a causa de la tensié superficial és doncs

R?(0)

e¥5a—nr

(3.8)

Malgrat que hem pogut resoldre aquest cas simplificat per mitja d'arguments
mecanics senzills, ens sera til reobtenir aquest resultat a partir de I'equacié d’e-
volucié del parametre d’ordre (2.21), ja que aquesta sera |'estratégia que seguirem
en el cas general a la secci6 3.2. Aquesta nova resolucié, perd, no posa de mani-
fest tan clarament com I'anterior quines sén les causes fisiques del moviment de les
interfases, i per aixd hem resolt el problema de les dues maneres.

3.1.2 Solucié de l'equacié de Ginzburg-Landau dependent
del temps

Aixi doncs, per especificar I'equacié d'evolucié (2.21) pel cas d’un domini esféric
de fase —1 enmig d'un mar de fase +1 hem de calcular la laplaciana del parametre
d’ordre en un espai de dimensié d. Per fer aixd hem d'utilitzar la segiient expressié
d'analisi vectorial:

d d d
1 0 0A 1
VA = <H > > — |5 | — 1™ , (3.9)
i1 hl =1 87.Lj 8’LL]' hj 14

on h; (u1,...,uq) sén els factors d'escala del sistema de coordenades u;. Per les
coordenades esfériques generalitzades resulta que aquests factors d'escala es poden
expressar com:

hlzl, hi:ulfi(UQ,...,ud);i:2,...,d, (310)

on f; sén unes determinades funcions trigonométriques dels angles us, ..., ug men-
tre que up seria la coordenada radial. En el nostre cas, a més, el camp A = m
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només depén de la coordenada radial en les proximitats de la interfase, de manera
que la laplaciana del parametre d'ordre queda:

d d
1 0 om

1 3 8m d—1
= a_ d <8’LL1 Hfl U2y ...,U )Z

U’l 1 Hi:Z fz (UQ, e ,ud) aul
?m  (d—1)ul=? om _9*m  d—10m

_ gm _¢dm  a-om 3.11
ou? uf_l Oouy Ou? u; Ouy ( )
Introduint-la a I'equacié (2.21) obtenim finalment
om(r,t) (9*m(r,t) d—10m(rt) ,
T r ( 52 +— Fra Vim(r,t)] | . (3.12)

Com que estem considerant el régim en el qual els radis dels dominis siguin
molt majors que les mides de les interfases, esperarem que les solucions d'aquesta
equacié6 siguin de la forma

m(r,t) =h(r—R()), (3.13)

de manera que I'equaci6 (3.12) esdevé

0="nr"(z)+ (d;l +1{CZE> h(z) =V'[f (2)]; zr=r—R(t). (3.14)

Ara bé, sabem de I'apartat 2.6.3, equaci6 (2.54), que el parametre d'ordre satura
rapidament en allunyar-nos de la interfase, de manera que la seva derivada és molt
picada al voltant de la interfase:

h' () ~ 6 (x). (3.15)

Llavors, si multipliquem I'equacié (3.14) per A’ (z) i la integrem a través de la
superficie, diguem de » = 0 fins a r = oo, tindrem

0= /_ O}:h” (@) W (2) dat
+/Z<;t11%+11“f£> 2 o —/ Vb @)W (2)de. (3.16)
Com que I (00) ~ ' (—R) ~ 01 h (s0) = 1, h (—R) ~ —1:
Oz/ooh’(at)d(h’(a:))+
(S ra W @ra [ viwlanw). e

Si ara utilitzem les propietats de la § obtenim

0= (d;J“ écgf) WO)-V[]+V[-1] = <d; +;Cf£> h'(0), (3.18)
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on hem utilitzat la simetria del potencial. Com que &’ (0) # 0, només pot ser que

~1 1
d Lk _, (3.19)

R T dt

d’on obtenim exactament el mateix resultat que abans pel col-lapse d'aquest domini
esféric:
R2(t) — R?(0) = —2(d — 1) Tt = R(t) ~ t'/2. (3.20)

3.2 Creixement de dominis. Equacié i llei d’Al-
len-Cahn

Havent vist les caracteristiques de I'evolucié d'un domini esféric amb parametre
d’ordre no conservat a la seccié anterior, ara ja ens podem preocupar del cas d'un
domini amb una geometria no especificada.

3.2.1 Velocitat de les interfases. Equacié d’Allen-Cahn

L’argument comenca per adonar-se que prop d'una interfase podem escriure

Vm (7, t) = (W)tﬁ, (3.21)

on 7 indica la direccié normal a la interfase en sentit de m creixent. Llavors, podem
calcular la laplaciana que apareix a l'equacié de Ginzburg-Landau dependent del
temps (2.21):

o= (B2) 1) (7(252))

omn.t)\ = . [(Pm(n,t)\ . om(n,t)\ o ~
—I—( on )tV n—( o2 tn n+ on tV n=
[ 0*m(n,t) omn,t)\ = .
(Fnit) | (mint) o g o2
A més, el terme temporal també el podem reescriure segons
om (7, 1) om (n,t) on (m,t)
("5) = ("5) (M) - e

En un primer moment el signe negatiu pot semblar incorrecte. La seva explicacié
rau en els subindexs de les derivades parcials. Vegem-ho explicitament. Considerem
un punt d'una interfase que avanca en sentit a la fase +1, és a dir, en sentit positiu
de n. Llavors, la derivada 9,m a n fixat és negativa, ja que un punt fixat, a mesura
que avanca el temps, queda més prop o més endinsat a la fase —1, que esta envaint
ala +1. En canvi, la derivada 0, a un temps fixat és positiva, ja que hem pres
la direccié positiva de n apuntant a la fase +1. També és positiva la derivada 0;n
a m fixat, ja que un parametre d'ordre donat avanca en el sentit de n creixents, és
a dir, cap a la regié que inicialment ocupava la fase +1. Aixi doncs, per tal que
es preservin aquests signes cal afegir un signe negatiu a la regla de la cadena. Si

DINAMICA DE L'ORDENACIO DE FASES



CAPITOL 3. PARAMETRE D'ORDRE NO CONSERVAT 23

fem I'analisi pensant en un punt on la interfase avanca en sentit de n decreixents
(la fase +1 esta envaint a la —1 en aquell punt) obtenim el mateix, malgrat que en
aquest cas 9ym a n fixat és positiva, 9,m a un temps fixat segueix sent positiva
(només depén del conveni pres per n) i 9;n a m fixat és ara negativa.

D’aquesta manera I'equacié (2.21) queda

), (3). - (02) () envm o

Per simplificar aquesta equacié6 podem procedir de la mateixa manera que en la
secci6 anterior, pensant que, per semblanca amb la situacié d'equilibri descrita a la
secci6 2.6, la funcié 9,,m és molt picada al voltant de la interfase n = 0:

(‘Z’T’Z)t ~ 6 (n). (3.25)

Llavors, multiplicant I'equacié anterior per 0,,m i integrant a través de la interfase
obtenim:

LG () 1 (52), ),
L) s [rm(E) e on

Com que 9,m (n = o) mn=00)=0im(n=o00)=1, m(—o0)=—1:

(G G- [ GG+
- /_O; (((Z:)t)zﬁ “fedn — /_11 V' [m] dm. (3.27)

Aplicant les propietats de la ¢ i la simetria del potencial:

)0

_ﬁ.a(aml(n_mvuww] v n(8627’> (n=0), (3.28)

on N
- = (3t)m_o =V-n. (3.29)

Ara, 9;n a m = 0 és precisament la velocitat de la interfase, que anomenarem v,
de manera que acabem de trobar I'equacié d’evolucié de la interfase:

v=-TV.7=-TK. (3.30)

Aquesta és I'anomenada equacié d'Allen-Cahn. D’ella se’n desprén el que ja haviem
enunciat anteriorment: que la velocitat de la interfase és proporcional a la seva
curvatura K en cada punt. | veiem que l'evolucié de la interfase ve governada
Gnicament per aquest efecte de la curvatura. En particular, és destacable que
I'evolucié de la interfase és independent del potencial, que |'Gnica missié que té
aqui és la de fixar una interfase amb una amplada molt reduida (veure (2.54)) que
ens ha permés fer certes aproximacions.
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3.2.2 Particularitzacid al cas del domini esféric

Ara podem comprovar que I'equacié d'Allen-Cahn ens déna com a cas particular el
resultat del domini esféric obtingut a la seccié anterior. Per fer-ho hem de calcular
la divergéncia d'un vector de dimensi6 d. Aixd ho podrem fer mitjancant la segiient
férmula d'analisi vectorial:

A Y - N U
s (1) (52 (af1n)): a=San oo
i= j=1 1#j p=1

on h; (u1,...,uq) son els factors d'escala del sistema de coordenades u;. Per les
coordenades esfériques generalitzades resulta que aquests factors d'escala es poden
expressar com

h1:17 hi:ulfi(uQ,...,ud);i:2,...,d, (332)

on f; s6n unes determinades funcions trigonométriques dels angles uo, ..., ug men-
tre que wu; seria la coordenada radial. En el nostre cas, el vector 1 es pot expressar
com a 1 = U1, de manera que la seva divergéncia és

e 2) )

=1 =2
d
1 9 [, a1
= — o | U fl (Ug, aud) =
uf T T, fi (a2, - ug) O < [[2 >
d
1 d—1 d-1
- — (d*l)u(li_2 fl(UQ,...,ud): = —)
uf 11_[?:2 fi(ug, ..., uq) 11;12 Uy R

(3.33)
d’on veiem que, efectivament, substituint la curvatura a I'equacié (3.30) recuperem
el resultat obtingut a I'equacié (3.19). El mateix resultat per la curvatura I'hagués-
sim pogut obtenir de I'expressi6 (3.36) on, pel cas esféric, p, = RVi=1,...,d—1.

3.2.3 Reduccié de I'energia de les interfases

Encara podem fer un altre apunt sobre I'equacié d’'Allen-Cahn. Consisteix en veure
que, efectivament, I'energia d'una interfase governada per la dinamica d'Allen-Cahn
disminueix amb el temps com era d'esperar. Per aix0 considerem un element de
superficie dS (t*) pertanyent a una interfase governada per I'equaci6 (3.30) i que es
mou a velocitat v (¢*) en un cert instant de temps ¢*. En un interval molt petit de
temps dt, aquest element de superficie dS (t*) de la interfase haura avancat v (t*) dt
i s’haura convertit en dS (t* + dt). Tant aquests dos elements de superficie com
la curvatura K (t*) es poden expressar en funcié dels radis de curvatura principals

pi (t*) i els angles associats 6; amb i = 1,...,d — 1 segons (veure figura 3.1):
d—1
s (t*) =[] e (t7) dos, (3.34)
i=1
d—1 d—1
s (t* +dt) = [[ pi (¢ + dt) db; = [] (p: (¢*) + v (¢*) dt) db, (3.35)
i=1 i=1
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d—1
(3.36)

i=1

Llavors, el quocient entre els elements de superficie és, a primer ordre en dt:

Figura 3.1: Visi6 geométrica de I'equaci6 (3.34) pel cas d = 3. Les correspondéncies
de la notacié de la figura amb la del text s6n da <> dS (t*), da’ < dS (t* + dt),
dt <> dt i R; <> p;. Imatge extreta de [5].

ds (t* + dt)

~1+o(t")dt
ds (t*) ; pi (t

=14 K (t*) v (t*) dt. (3.37)

L’evolucié temporal de la superficie de la interfase sera llavors

dS(t) , .. St +dt)—-S(t") B
2D (1) = Y LS = /SdS 0. (339
Aixi
di —;(/dSt +dt) — /dS ) /(dS( +dt) — dS (t%)).
(3.39)
Segons I'equacié (3.37) tenim
dS (t" +dt) —dS (t*) =dS (t*) K (t*) v (¢*) dt, (3.40)
de manera que
dS ) / ds (¢ v (t) = / dS (YK () v (). (3.41)
5
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Finalment, I'evolucié temporal de I'energia de la interfase ve donada en termes de
la tensi6 superficial, E (t) = ¢S (t), de manera que

dE
—U/dS v(t*) = —aF/dS (t")YK?(t*) <0, (3.42)
s
on hem utilitzat I'equacié (3.30) per veure que I'energia decreix amb el temps.

3.2.4 Tensio superficial i friccio

Un aspecte sorprenent de I'equacié d’'Allen-Cahn és que no depengui explicitament
de la tensié superficial o quan aquesta és precisament la causa del moviment de
la interfase. La raé d’aixd, com també ja haviem avancat a la secci6 anterior, és
que la dependeéncia hi és a través del quocient 77/0, on 7 és el coeficient de friccié
definit a I'equacié (3.5). | com que o i 7 guarden la relacié o = I'n, la dependéncia
en la tensié superficial queda inclosa en el coeficient cinétic I'. La relacié entre o i
7, pero, encara no I'hem demostrat, i és el que farem a continuacié.

Considerem la poténcia dissipada per una interfase plana que es mou a
velocitat constant v gracies a I'acci6 d'una forca externa. Aquesta dissipacié la po-
dem calcular per mitja de I'energia de Ginzburg-Landau-Wilson i utilitzant I'equacié
(2.13):

CdE [ OFm@FED)] 4. /°° OF [m (n, )]
7 A o

P LR PR TR PO

Ara bé, com que el moviment és a velocitat constant tenim

m(n,t) = f(n—ut). (3.44)
Llavors om (n.t)
T’ = —vf' (n—ot). (3.45)

Si la velocitat és prou petita podem desenvolupar f’ en poténcies de v i quedar-nos
amb el primer terme, de manera que

8m(n’t) ~ _ / 2l ~ _ / _ 8m(n,t)
—  © Y (f' (n) =v*tf" (n)) = —vf' (n) = v (3.46)
Aixi I'equaci6 (3.43) queda
o Sv? [ (Om(n,t) 2 _ oSv?
P==7]_ <an> dn=——F— (347)

on en el darrer pas hem utilitzat I'equacié (2.44).
Per altra banda, la poténcia dissipada també la podem expressar a través de
la forca de friccié com

P=Fp -0=—ni =-S5 (3.48)

DINAMICA DE L'ORDENACIO DE FASES



CAPITOL 3. PARAMETRE D'ORDRE NO CONSERVAT 27

on hem recorregut a l'expressié (3.5). Aixi doncs, comparant els dos resultats
obtinguts per la poténcia dissipada obtenim el resultat que preteniem demostrar:

o=1In. (3.49)

Amb aquest resultat comprovem doncs definitivament que si que és la tensi6 super-
ficial la responsable del moviment de les interfases en el cas del parametre d’ordre
no conservat.

3.2.5 Llei d’Allen-Cahn

Ja per dltim només ens queda trobar la llei de creixement dels dominis, que és
I'objectiu final del calcul. Aquest calcul és simplement una aplicacié de I'equacié
d’Allen-Cahn tenint en compte la hipotesi d’escalat dinamic. Aquesta hipotesi ens
permetrd estimar ambdues bandes de |'equacié d’Allen-Cahn (3.30). Si, tal com
predica la hipotesi d’escalat dinamic, hi ha una Gnica escala caracteristica de longi-
tud, L (t), llavors la velocitat de la interfase s’ha de poder estimar per v ~ dL (t) /dt
i la curvatura per K ~ 1/L, de manera que immediatament obtenim la desitjada
llei d’Allen-Cahn L () ~ t'/2 pel cas del parametre d’ordre no conservat.
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Capitol 4

Parametre d’'ordre conservat

En aquest capitol trobarem la llei de creixement dels dominis en el cas en el qual
el parametre d’ordre es conserva. La forma de procedir sera semblant a la del
capitol anterior pel cas del parametre d'ordre no conservat. Tanmateix, la llei de
conservacié que hi ha en aquest cas respecte |'anterior complica una mica més les
coses ja que, com veurem, el mecanisme d’'evolucié no és el mateix que en el cas
anterior. Logicament esperem que I'evolucié dels dominis en aquest cas sigui més
lenta ja que hi ha un restriccié extra i aix0 no pot accelerar la dinamica sin6 tan
sols alentir-la. El resultat que acabarem trobant sera L (t) ~ t'/3, I'anomenada llei
de Lifshitz-Slyozov-Wagner.

4.1 Difusié del parametre d’ordre

La diferéncia principal amb el cas del parametre d’ordre no conservat és que ara
les interfases no es poden moure independentment unes de les altres a causa pre-
cisament de la conservacié del parametre d'ordre. Llavors, el mecanisme dominant
del creixement dels dominis a temps prou llargs ja no és la tensié superficial siné
la difusié del parametre d'ordre des de les regions de més curvatura de les interfa-
ses cap a les de menys curvatura. La difusié és un procés que clarament conserva
el parametre d'ordre, fet que no succeia amb la tensié superficial. Com hem vist
al capitol 2, I'equacié que governa aquest procés d'evolucié és I'equacié de Cahn-
Hilliard, (2.24) i (2.27), deduida a la seccié 2.3 a partir precisament de la llei de
conservaci6 del parametre d'ordre.

4.1.1 Difusi6 en regions allunyades de les interfases. Equacié
de Laplace

Per comencar I'analisi linealitzarem I'equaci6 (2.27) en una de les fases per regions
prou llunyanes a la interfase. Si prenem, per exemple, la fase +1 tenim

m(7,t)=1—¢e(7t), (4.1)
d(1 *ai(T?, t)) = _—MV? (v2 (1—e(Ft) — \d [1—e(F t)]) 7 (4.2)
_ aEg’? t) — _MVQ (—VQS (,,:; t) B v [1 e (7:,7 t)]) ~
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~ MV2 (V2 (7 t) + V! [1] — e (7, 0) V! [1]) =
= MV (Ve () — e (RO V' 1)) = —MV" (1| V2 (1), (43)

on hem utilitzat que a temps prou llargs les escales tipiques de longitud sén també
prou grans per negligir el terme V2¢ davant del . Aixi doncs, el que hem obtingut,
com era de preveure segons el que haviem enunciat, és una equacié de difusié pel
parametre d'ordre en regions prou allunyades de les interfases. Com veurem a la
secci6 segiient, les interfases entraran al problema com a condicions de contorn
d’aquesta equaci6 de difusio:

Oe (7, 1)

o MV 1]V (7,t) = DV (7,t) . (4.4)

El coeficient de difusié6 que hem obtingut é&s D = MV" [1]. De fet, perd, encara
podem simplificar més aquesta equaci6 de difusié. A |'apartat 4.3.2 veurem que
durant el temps que tarda el camp que es difon, ¢ (7, t), a relaxar-se, diguem-ne tp,
les interfases s’han desplacat molt poc. Aixi, podem considerar que en les escales de
temps en les quals evolucionen les interfases, el camp difusiu € (7, t) ja practicament
no varia (ja s'ha difés) i per tant 9;c = 0, de manera que I'equaci6 de difusié queda
reduida a I'equacié de Laplace a les regions prou allunyades de les interfases:

V2e (7, ) = 0. (4.5)

Per altim, el potencial quimic u = 6F/ém també compleix I'equaci6 de
Laplace en les mateixes condicions, i és que, de fet, és proporcional a €. Segons
I'equaci6 (2.20) tenim

_ O0F [m(7,1)]

w(rt) = 5m (7. 0) =V'[m(7,t)] — V*m (7, t). (4.6)

Linealitzant com anteriorment obtenim
,LL(’F,t) = V/ [1 _S(Fat)] - v2 (1 —5(F7t)) = V/ [1 _E(Fat)] +v2€(F7t) ~

~ V1=V [l]e (7 1)+ V3 (7 t) = =V [1]e (7, )+ Ve (7 t) ~ V" [1] (7, 1),
(47)
on novament hem negligit el terme V2e davant del ¢. Finalment

V2u (7 t) = 0. (4.8)

4.1.2 Interfases. Condicié de contorn de Gibbs-Thomson

Prop de les interfases no podem fer les aproximacions de linealitzacié de I'apartat
anterior, siné que hem de treballar directament amb el camp m (¥, t) o, equiva-
lentment, amb I'expressié (4.6). Com al capitol anterior, definim una coordenada n
normal a la interfase en cada punt i el sentit positiu apuntant en sentit de m creixent.
Llavors, segons les equacions (3.21), (3.22) i (3.30), I'equacié (4.6) esdevé

p(n,t) = V' [m(n,t)] - <W>t - K (W)t. (4.9)
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Com ja hem fet en més d’'una ocasié, per obtenir el valor del potencial quimic a la
interfase aprofitarem que 9, m és una funcié molt picada al voltant precisament de

la interfase n = 0: 5
m

Si multipliquem I'equaci6 (4.9) per 9, m i integrem a través de la interfase obtenim

[ () = [ () -
() L), () e

)=0ym(n=00)=0 m(n=o00)=1im(—o0)=—1:

/_O:Ou(n,t) (?:)tdn: /_11 V' [m] dm—
L) e L)

Utilitzant ara les propietats de la §, la simetria del potencial i I'expressié de la tensié
superficial de I'equaci6 (2.44):

Com que 9,,m (n =

1 (0,8)=V[]-VI[-1- Ko =—-Ko. (4.13)

Aquesta expressié pel potencial quimic a la interfase és la condicié de contorn que
buscavem per resoldre I'equacié que hem obtingut a I'apartat anterior pel potencial
quimic en zones allunyades de la interfase (veure figura 4.1). Aquesta condici6 de
contorn s'anomena condicié de contorn de Gibbs-Thomson.

4.1.3 Velocitat de les interfases

Per Gltim, amb aquest resultat ja podem determinar la velocitat de la interfase.
Per fer-ho utilitzarem |'expressié del corrent del parametre d'ordre en funcié del
potencial quimic, (2.23):

-

J(n,t)=—MVpu(n,t). (4.14)

Per altra banda, el corrent de qualsevol quantitat es pot expressar com el producte
de la densitat d’aquella quantitat per la seva velocitat. Podem pensar, per exemple,
en el corrent associat al moviment de carregues eléctriques j = p¥ per escriure

-

Jj(n,t) =m(n,t)7(n,t). (4.15)

Si ara avaluem la projeccié d’aquest corrent sobre la direccié 2 obtenim

) =7t = M- T = -ar (20) g
jinty=n-jnt)=mn,t)a-0(n,t)=mn,t)ve (n,t). (4.17)
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Figura 4.1: Potencial quimic d'un sistema de spins bidimensional. Les interfases
venen marcades per les linies blanques i negres, mentre que les regions grises cor-
responen a les zones centrals de les fases. En les regions grises el potencial quimic
és proper a zero. Cada fase s'expandeix en els punts on la interfase que la tanca
és blanca (curvatura positiva, potencial quimic negatiu) i s'encongeix en els punts
on la interfase que la tanca és negra (curvatura negativa, potencial quimic positiu).
Imatge extreta de [5].

Ara només hem d'avaluar aquestes expressions a banda i banda de la interfase, és a
dir, a les fases +1 i —1, perd en punts propers a la interfase, per exemple n = —¢§
in=2¢ on ¢ éslalongitud de correlaci6 del sistema en la fase desordenada (molt
menor que les escales tipiques dels dominis a temps prou grans), que déna una idea
de I'amplada de la interfase. La primera expressié queda simplement

iuen =i en=ar () cen-ar (%) @n. @

i la segona,

Ji (gat) —JL (_éat) =m (§7t) vL (57 t) -m (_§7t) vL (_§7t) ~

~m(oo,t)vy (0,t) — m (—oo,t) vy (0,t) = 2v, (0,t), (4.19)
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on hem utilitzat que el parametre d'ordre satura molt rapidament en allunyar-nos
de la superficie, equacié (2.54), mentre que la velocitat varia molt més lentament.
Aixi doncs, igualant les dues expressions ja tenim |'expressié per calcular la velocitat
de la interfase un cop coneguem el potencial quimic:

v 0n=-2 ((gg;) (61) - (g:;) (-&0). (4.20)

| al seu torn, el potencial quimic el podrem trobar resolent I'equacié de Laplace
amb la condicié de contorn de Gibbs-Thomson. Un cop tinguem la velocitat de les
interfases, trobar la llei de creixement dels dominis sera immediat. Aquesta sera la
nostra tasca en les dues properes seccions.

4.2 Encongiment i col-lapse d'un domini esféric.
Difusié a l'infinit

Com ja vam fer al capitol 3 pel cas del parametre d'ordre no conservat, abans de
resoldre el cas general per dominis de geometria arbitraria utilitzant la hipotesi d’es-
calat dinamic, resoldrem el cas d'un domini esféric per tal d'il-lustrar el procediment
a seguir.

A la secci6é anterior hem vist que I'equacié de Cahn-Hilliard es podia reduir
a solucionar I'equacié de Laplace amb la condicié de contorn de Gibbs-Thomson.
Aixi doncs, resoldre aquest problema és precisament el que farem en aquesta seccié.

A diferéncia del que succeia al capitol anterior, on el col-lapse d'un domini
aillat es produia per efecte de la tensié superficial, aqui la llei de conservacié del
parametre d'ordre fa que el mecanisme del col-lapse sigui la difusié del parametre
d’ordre a l'infinit, és a dir, alld on s’acabi el mar de fase +1 que envolta el domini
aillat. Aixi doncs, d’acord amb la conservacid, les particules que conformen el domini
aillat travessen el domini de la fase contraria que els envolta fins a retrobar-ne un
de la seva fase. D'aquesta manera, el domini aillat desapareix i I'energia del sistema
disminueix.

A la practica, la distancia a la qual es difon el parametre d’ordre, que fins ara
hem estat considerant infinita en el nostre model d'un domini aillat, és de I'ordre de
L, la mida tipica dels dominis no aillats. Aquesta precisi6 té, de fet, conseqiiéncies
en la resolucié del cas bidimensional d = 2. En aquest cas no podem trobar una
solucié que compleixi alhora totes les condicions de contorn que demanarem si
seguim considerant que el domini aillat estd immers en un mar infinit de la fase
contraria. Aquesta impossibilitat és deguda al fet que el logaritme que apareix a la
solucié divergeix tant a curtes com a llargues distancies. Com hem dit, la solucié
arriba per la via de tenir en compte que la fase que envolta el domini aillat tindra
tipicament una mida de l'ordre de L > R perd no estrictament infinita. Amb
aquesta modificacié a les condicions de contorn si que podrem resoldre I'equacié de
Laplace. Pels casos amb d > 2, podrem considerar L = oo a tots els efectes.

4.2.1 Solucié de I'equacié de Cahn-Hilliard

Considerem, doncs, un domini esféric de radi R (t) de fase —1 envoltat per un
mar de fase +1. Llavors, el primer que hem de fer és trobar el potencial quimic
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solucionant |'equacié de Laplace amb la condicié de Gibbs-Thomson, que en funcié
de la nova variable radial r enlloc de n (només les separa un canvi d’'origen) sera

d—1

)= -—Ko=—

o, (4.21)

on hem utilitzat |'expressié de la curvatura d'un domini esféric donada a I'equacié
(3.33). Perd aquesta no serad I'anica condici6 de contorn que necessitarem per la
resolucio, sin6 que, en base a I'equaci6 (4.7), també es compleix

(00, t) = 0. (4.22)
També haurem de demanar la condicié de finitud
1 (r, )] < oc. (4.23)

Amb tots aquests ingredients ja podem solucionar I'equacié de Laplace, que havent
imposat la simetria esférica queda (veure equacié (3.11))

aQ/J' (Tv t) + d—1 aM (7", t)

2 _
V() =0 = or? r or

= 0. (4.24)

Proposem solucions polindomiques:

-1 1

d
p(rt) ~rt(t) = qg—1)r" >+ qri”

=0=q=2-4d, (4.25)
r
d'on 4

H(d>2) (’I“, t) = Jov ) + B, H(d=2) (7“, t) =Alnr + B. (4.26)

El cas d = 1 s’ha de tractar de forma diferent a causa que ja ens trobem a la
dimensié critica inferior del sistema (la dimensi6 més gran en la qual encara no
hi ha transicié de fase, és a dir, no hi ha punt critic). A continuacié acabarem
de determinar la forma d'aquestes solucions imposant les condicions de contorn.
Caldra distingir el cas especial d = 2 de la resta d > 2.

4.2.2 Solucié per d > 2

Comencem per estudiar el cas d > 2. Com que hem de resoldre I'equacié tant per
la fase +1 (regi6 exterior) com per la fase —1 (regi6 interior), comencem per la
solucié exterior r > R:

Ay
sz>2) (7"7 t) = de + Bl7 (427)
w(oo,t) =0= B; =0, (4.28)

d—1
w(R,t) =— o= A =—(d—1)oR%¥3, (4.29)
(d—1)ocR43
’U’E"t_i>2) (T, t) = —T (430)
I la solucié interior, r < R:

_ As

Pgsa (1) = a2t By, (4.31)
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1(0,t) < oo= As =0, (4.32)
d—1 d—1
w(R,t)=— 7= By = — 77 (4.33)
_ d—1
Igsay (T:1) = — 7 (4.34)

Ara ja podem utilitzar I'equacié (4.20) per trobar la velocitat de la interfase,
que en el nostre cas queda:

0 0
sy (R.0) = Jim 5 (P22 (g0 - (P422) (r-0) -
t t

M [ Otz )
() e (2 )

_ M@-1)(d-2)o _ dR(d>2). (4.35)

2 RYyoo dt

| d'aqui podem determinar immediatament la llei de col-lapse del domini:

3M(d—1)(d—2)ot

R?d>2) (t) - R?d>2) (0)=- = R(g>2) (t) ~ /3. (4.36)

4.2.3 Solucié per d =2

Considerem ara el cas d = 2. Tenint en compte |'excepcionalitat d'aquest cas
presentada a |'inici de la seccid, la solucié exterior » > R sera:

HE:[:Q) (r,t) = AsInr + Bs, (4.37)
7] (L, t) =0= B3 = —A3 In L, (438)
(2 o
)= —— A3 = —— — 4,
wiR ) = -5 = A= —p Ry (4.39)
+ _ g £
I(g—2) (r,t) = Rin(R/L) ln<r>. (4.40)
I la solucié interior, r < R:
M(d:2) (7", t) = A4 Inr + B47 (441)
w1 (0,t) > —oo = Ay =0, (4.42)
ag g
f)=——2 = By=—— 4.4
w(R,t) 7 = By Ik (4.43)
_ o
N(dzg) (7'7 t) = _R- (4-44)

Com anteriorment, utilitzant I'equacié (4.20) obtindrem la velocitat de la
interfase:

w0 == (572, e - (F572) r-c0) -
t t
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M [ (O1(azs Ott4=g)

= Mo _ W=y (4.45)
2R7;_o) In (Ra=2)/L) dt

Notem que, malgrat que no hi aparegui el signe negatiu de forma explicita com en
el cas d > 2, la velocitat segueix essent negativa a causa que R < L fa que el
logaritme sigui negatiu. Es a dir que, com és logic, el domini col-lapsa també en
d = 2. Integrant aquesta equacié trobarem la llei de col-lapse del domini:

Rf’d—;) (1) (ln (R(d:;) (t)) - ;) - R?d:;) (0) <1n <R(d=L2) (0)) N :1)))

R}, (1) Rig—oy )\ 1 Mot
_ _(d=2) \J A=)\ L\ o Mot
Rig—o (t R}, (¢ Ryg—o (¢
’m (”—5)( ))‘ >1= (d—;>( ) ln< (d—L”( )> ~ M;t+c~t. (4.47)

Per veure el comportament de R(4—) () podem considerar que, en una primera
aproximaci per a temps prou llargs, R(—2) (t) ~ t1/3. Aixi

R .. (t Ris_on (t R3, .. (t 1/3 R3, .. (t 3
(d72)( ) ln( (d72)( )> ~ (d,2)( ) hl <t> = —7(d72)( ) hl (L > ~ t7

3 L 3 L 9 t

(4.48)

. 1/3
R(dzg) ~ @ . (4.49)

t

d’on obtenim

Veiem que |'anomalia en la resolucié de Laplace en d = 2 ens ha dut a una llei
de col-lapse lleugerament diferent de la de d > 2 pel cas del domini esféric aillat.
També comprovem que en el limit de temps llargs respecte I'evolucié del domini
aillat R?d:2) (t) < t < L? tenim el comportament aproximat R(4_o) (t) ~ t'/3
que hem utilitzat per a la deduccié.

4.3 Creixement de dominis. Llei de Lifshitz-Slyo-
zov-Wagner

En aquesta seccié ja trobarem la llei de creixement d'un domini de geometria ar-
bitraria mitjancant I'aplicacié de la hipotesi d'escalat dinamic. Com en el cas del
parametre d'ordre no conservat, en no disposar de la geometria del domini, no po-
dem arribar a I'expressié exacta, perd si que podem estimar la llei de creixement a
partir de I'equacié (4.20).

4.3.1 Llei de Lifshitz-Slyozov-Wagner

Si, segons la hipotesi d'escalat dinamic, hi ha una dnica escala de longitud a temps
prou grans per a tots els dominis, podrem estimar la velocitat per v ~ dL (t) /dt
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i la curvatura per K ~ 1/L(t). Llavors, segons la condicié de contorn de Gibbs-
Thomson (4.13) tenim u ~ 1/L(t) i, per tant, O,u ~ 1/L?(t). Llavors, de
I'equaci6 (4.20) es veu immediatament que L (t) ~ t!/3, és a dir, I'anomenada llei
de Lifshitz-Slyozov-Wagner.

Veiem que pel cas general no trobem |'anomalia a d = 2 que apareixia en
la resolucié exacta pel cas d'un domini aillat. També cal destacar que la llei de
Lifshitz-Slyozov-Wagner es pot trobar de forma exacta en el limit en el qual una de
les fases ocupa una fraccié infinitesimal del volum. Aquest és, de fet, el calcul que
van dur a terme tant Lifshitz i Slyozov com Wagner de forma independent en els
primers articles sobre el tema. Es pot consultar I'obtenci6 d'aquests resultats a [19]
o bé un resum a [13, 14]. També es pot justificar la mateixa llei de creixement a
partir d’arguments relatius al grup de renormalitzacié, que és el que farem al proper
capitol i es pot veure amb més detall a [17].

4.3.2 Justificacié de I'aproximacié de relaxaci6

Per acabar aquest capitol només ens queda justificar I'aproximacié de relaxacié que
haviem deixat pendent a l'apartat 4.1.1, equacié (4.5), i que permetia aproximar
I'equacié de difusié per I'equacié de Laplace. Pretenem veure que durant el temps
tp que tarda el camp e (7,t) (el parametre d'ordre a regions allunyades de les
interfases) a relaxar-se per difusio, les interfases practicament no han avancat en
relacié a les longituds tipiques dels dominis. Doncs bé, acabem de veure a I'apartat
anterior que la velocitat de moviment de les interfases és v ~ 1/L2(t), aixi que
només ens queda estimar tp.

Per estimar tp hauriem de resoldre I'equacié de difusié en una regié de
longituds tipiques L (¢) i veure quin és el temps tipic de relaxacié de la solucié.
La regié es podria escollir esférica o bé cibica, perd les solucions de I'equacié de
difusi6 en dimensi6 d per aquestes geometries no sén senzilles. Es poden veure
les solucions pels casos fins a dimensié d = 3 amb les condicions que pertoquen
distribucié arbitraria) a [10]. El que farem aqui pero, per simplicitat, sera solucionar
I'equaci6 de difusi6 en una regié d-dimensional infinita amb una condicié6 inicial en
forma de ¢ i veure quan val el temps que tarda el camp difés a arribar a una distancia
L. Aquest temps ens donara una estimacié de tp que és essencialment la mateixa
que obtindriem solucionant |'equacié en una regié finita com es pot comprovar, per

exemple, a 'apartat 6.3.1 de [10]. Aixi doncs, el problema a resoldre és
Oe (Tt
%’) = DV2% (7,t);  e(7,0) =46 (), (4.50)

on hem pres |'origen de coordenades a l'interior de la fase +1. Si ara prenem la
transformada de Fourier espacial de I'equacié:

F {&g’t)} (E t) = F [DV?%¢ (7, 1)] (E t) . (4.51)
Segons les propietats de la transformada de Fourier:
aégjt) = DK% (E t) S (12 t) = Fe (7,1)] (12 t) . (4.52)
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Solucionant I'equacié diferencial que ens ha quedat per & (E, t) tenim

z (E t) —z (E 0) e~ DRt _ (=DK%t (4.53)
on
z (/Z o) - / £ (7,0) e~ R gl = 1, (4.54)
Rd
Llavors només queda antitransformar per trobar la solucié de I'equacié de difusié:
1 L. g g ]. r2
e (1) = —— / etz (kt) A = ————e . (4.55)
(2m)" Jre

(o)

Ara podem calcular el radi quadratic mitja de la distribucié del camp ¢ (7,t) en
funcié del temps:

1 ord/2 oo 2
() :/ r’e (7, t) d'F = T / r2e”dpipd=1lgy =
R 2 th) (2) Jo
1 2 T
d (z+1) (4Dt)** = 24Dt, (4.56)
(4DH)*?T(3) 2
on hem utilitzat que
271'd/2
4= =777 F(z+1) =2zl (x). (4.57)
r(3)
Aixi doncs, segons el que hem dit tindrem
L2
tp ~ — ~ L% 4.58
DR (4.58)

| finalment, la distancia avancada per una interfase d'una longitud tipica L en el
temps que tarda el parametre d'ordre a relaxar-se és de I'ordre de

1
Tp =vtp ~ ﬁLz =1<L, (4.59)
de manera que, en relaci6 amb les longituds tipiques dels dominis, la interfase

practicament no es mou durant el temps que dura la relaxacié del parametre d'ordre
i I'aproximaci6 feta a l'apartat 4.1.1 és valida.
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Capitol 5

Tractament per mitja del
grup de renormalitzacioé

En aquest capitol analitzarem el problema de I'ordenaci6 de fases per mitja del grup
de renormalitzacié. Aquesta analisi ens ha de permetre, en principi, justificar les
lleis d’escalat dinamic que hem pres com a hipotesis a la seccié 2.5. De fet, pel cas
del parametre d'ordre conservat podrem arribar a obtenir |'exponent de creixement
dels dominis 1/3.

Ara bé, el métode que seguirem tampoc esta exempt de problemes. De fet,
arribarem al resultat desitjat sense haver pogut escriure totes les equacions de la
transformacié de renormalitzacié. Aixi que per seguir els calculs haurem de postular
que les equacions de renormalitzacié tenen un punt fix que, dbviament, sense tenir-
ne les expressions explicites, ni podem trobar ni en podem garantir |'existéncia. En
certa manera, aquesta hipotesi sobre |'existéncia d’un punt fix en les transformacions
de renormalitzacié és equivalent a la hipotesi de I'escalat dinamic, ja que permet
arribar al mateix resultat.

La feina, perd, no sera en va, ja que el mateix procediment també ens
servira per justificar la independéncia del sistema respecte les condicions finals de
temperatura que hem discutit a la secci6 2.4 i que haviem utilitzat préviament a les
seccions 2.2 i 2.3 per negligir els termes estocastics de les equacions de Ginzburg-
Landau dependent del temps i de Cahn-Hilliard respectivament.

5.1 Dinamica estocastica de les fluctuacions

Abans d’entrar a tractar la renormalitzacié propiament, hem de conéixer propietats
del terme estocastic, que haurem de mantenir en els calculs de renormalitzacié
que durem a terme a la seccié 5.2. En particular, ens sera d'utilitat la correlacié
d'aquest terme, que podrem obtenir per mitja de la particularitzacié del teorema de
fluctuacié-dissipacio al cas que ens ocupa.

5.1.1 Equacié de Langevin amb soroll blanc i gaussia

En la segiient seccié6 plantejarem I'equacié (5.35), que ens servira per intentar aplicar
el procés de renormalitzacié conjuntament a la dindmica del parametre d'ordre
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conservat i a la del no conservat!. Aquesta equacié, que s'escriu a |'espai de Fourier,
és una equacid estocastica tal com ho sén les equacions d'evolucié de Ginzburg-
Landau dependent del temps (2.14) i de Cahn-Hilliard (2.26). El que pretenem
ara és trobar un resultat que necessitarem a la secci6 segiient: la correlacié del
terme estocastic d'aquest tipus d’equacions. Per fer-ho plantejarem una equacié6 de
Langevin d’'aquest estil sense especificar I'espai en el qual esta escrita, simplement
considerem

10y(5 ) 0F |y (@0

a Ot oy (Z,1)

que té la mateixa forma que (5.35). Com que el terme estocastic @ (Z,t) vol
implementar |'efecte de les fluctuacions térmiques, assumirem que representa un
procés estocastic blanc i gaussia, de manera que la probabilitat d'obtenir una certa
funcié de soroll @ (Z,t) és

+ o (Z,1), (5.1)

Py [@ (%,1)] = Ne~ 75 [o @t fua 20%(@0), (52)

on A és la variancia de la distribucié i IV és la constant de normalitzacié, que val

1 1 o0 = -
/D‘b (@.1) Pol@(T,1)] =1 = + = /D@ (T,t) e 78 S0 dt Jra d57R%(T0)

(5.3)
Pel fet de tractar-se d'un soroll gaussia, tota la informacié sobre la seva distribucié
queda especificada pels dos primers moments de la distribucié, mentre que pel fet
de ser blanc, les funcions de soroll a punts o temps diferents han d’estar descorre-
lacionades. | com que fa referéncia a fluctuacions térmiques, el seu valor esperat
s'ha d'anul-lar, de manera que

(@ (1) =0, (2@ )P (T )y =A20(F-T")d(t—-1t), (54)

on els valors esperats sén sobre realitzacions del soroll ®. Aixi doncs, I'nic para-
metre de la distribucié que queda per especificar és la variancia A, que marcara
la intensitat de les correlacions. Veurem que, en virtut del teorema de fluctuacié-
dissipacid, aquesta variancia estara relacionada tant amb la temperatura (fluctu-
acions térmiques) com amb el coeficient cinétic « de |'equacié (dissipacié). La
seva dependéncia amb la temperatura serd la que posteriorment ens sera Gtil en
renormalitzar |'equacié d'evolucié.

L'estratégia a seguir per trobar la dependéncia de la variancia amb la tempe-
ratura i el coeficient cinétic sera la segiient. En primer lloc hem de trobar I'equacié
que regeix |'evolucié temporal de la probabilitat d'obtenir una certa configuracié del
sistema y (Z,t) (podem pensar en y com la magnetitzacié del sistema). Aquesta
equacié sera la de Fokker-Planck associada al problema que ens ocupa, és a dir,
associada a I'equacié6 de Langevin (5.1), i la trobarem a I'apartat segiient. Quan tin-
guem aquesta equacio |'nic que ens quedara per fer sera resoldre-la per a la situacié
d’equilibri, on sabem que la probabilitat d'una configuracié ve donada pel factor de
Boltzmann de la mecanica estadistica d’equilibri. Llavors, la comparacié entre els
dos resultats ens permetra establir I'expressio del teorema de fluctuacié-dissipacié
del cas que ens ocupa.

1Malauradament després veurem que finalment només podem tractar el cas del parametre
d’ordre conservat amb el grup de renormalitzacié.
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5.1.2 Equacié de Fokker-Planck

Procedim doncs a trobar |'equacié de Fokker-Planck associada a I'equacié estocas-
tica de Langevin (5.1), que governa l'evoluci6 temporal de la probabilitat de trobar
el sistema en una certa configuracié y (Z,t). Per comencar, aquesta probabilitat
sera la que resulti de comptar el nombre de vegades que la configuracié desitjada,
y (Z,t), coincideixi amb la solucié de I'equacié de Langevin per una certa realitzacié
de la funcié de soroll, yg (Z,t). Aixi

Py ly(Z,t)] = (0 [y (Z,1) — ya (¥, 1)]) g , (5.5)
amb
éayé;’ ) __ 5;% ;)] LD (T ) = y (T.0) = T [® (T,1)] = yo (7, 1) .

(5.6)
Ara, per trobar I'evolucié temporal d'aquesta probabilitat hem de derivar-la
respecte el temps:

W _ <§ta[y (#,1) — yo (f,t)]>q> -

— ddjolay‘I> (f/?t) o
R

ot Sye (2,1 )5[31(56’,15)—3/@ (f’t)]><b _

_ clf/ayq> (f 7t) d Z1) — 7 _
— ([ a2l i S0l (@0~ e (2.

P

—_— d =1 6 (5.7:[y(_'/7t)} o 3
a Rdd oy (Z7,t) ( oy (F/,1) Pyly( at)])
L0 y . )
_O[/Rd ddx W<q> (.’E 7t)(5[y($,t)—y¢, (x7t)]>q>’ (57)

on hem aplicat la regla de la cadena per derivades funcionals, la propietat de les
distribucions (0 (ax))’ = ad’ (ax) i I'equacié de Langevin. Ens queda calcular el
valor esperat del darrer terme. Per fer-ho demostrarem el segiient resultat més
general, que després aplicarem al nostre cas:

@0 s o), = A (LT (5.8)

on f és un funcional qualsevol prou ben comportat i A és la variancia introduida
anteriorment. Vegem-ho:

(@ (#,1) f ¢—/D@*’ B (#,1) £ [0 (&1)] Po [0 (&,1)]. (5.9)
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Podem fer aquesta integral funcional per parts:

w[® (Z,1)] = f[® (,1)] = Dul® (,t)] = WDQ) (@',t), (5.10)
Du[® (7',t)] = & (',t) Py [® (7',)] DD (7', 1). (5.11)

Per trobar el funcional v hem de fer la segiient integral:
)= /Dq) (Z',t) ®(Z',t) Py [®(Z',1)] =
= [P0 (@) @0 Ne A I )

:—A/Dq) @'1) 5]3(;1)@[(( )t)] _APy[@ (0], (5.12)

Llavors, si la gaussiana s'anul-la als extrems de I'espai de funcions soroll més rapi-
dament que no pas hi divergeixi el funcional f (si és que ho fa), la integraci6 per
parts resulta en

@@ F@(E 0], =~ [ o0 @] Dul (1) =

if [®(Z,1)]
ot )y @

I
>

LR @],
_ 1oy 9 IF G Y)) ’

fA/DQ(a: ) 52 @0 Py [ (7',1)]
Aquesta expressié avaluada per f[® (Z,t')] = @ (Z,¢') ens déna precisament la
correlaci6 (5.4). Si ara ho apliquem a f[® (Z,t)] =0 [y (Z,t) — ya (£, 1)] tenim

@ @081 (@) = o @00 = A (G g S0~ @) =

P
L, 0ys (Z,1) 5
=A dez"
</]Rd 5O (Z/,t) Sya (T,1)
L, 0ys (Z7,1) 5 B )
= — d =1 B _
B A</wd 50 @0 sy V@D e (@0])
"t
z

st (e -miza)) -

= g0 oye (") o R
-8 R o 3y (2",t) < 5 (77,1) [y (Z,1) —ya (ff7t)]><b. (5.14)

El segiient pas és calcular la derivada funcional que apareix en la darrera expressio,
per la qual cosa hem d’escriure la solucié formal de I'equacié de Langevin (5.1):

5y (.1) — v <:at>1> -

P

¢ OF [ycp (LZ" t/)] ¢
i) =ye (7,0) —a | — 2 Hag 4o [ & (2t dt. 1
Yo (.’E, ) Yo (.’E, 0) /0 5y (f7 t/) A ($7 ) (5 5)

Aixi, tenint en compte que, per mantenir la causalitat, yo (Z”,¢) només pot depen-
dre del soroll @ (Z’,¢") si t > t”, obtenim

t ] OF lyo (Z,1)]
9 — =1 2 4y ) /
50 (Z/,¢") ad (Z ) <‘9 (t—1t") L 00 (21, 87) Oy (2, t) dt) ‘
(5.16)
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Tant la funcié esglaé de Heaviside com el limit inferior de la integral temporal
reflecteixen que la derivada a t”” < t és nul-la i, per tant, no contribueix. Llavors,
avaluant la derivada funcional a temps iguals ¢/ = ¢ tenim

Sy (Z7,1)

e = (&= 3)60(0) = 50 ("~ ), (5.17)

i per tant, introduint-la I'equacié (5.14), ens queda
<(I) (flv t) d [y ("Za t) — Yo (fv t)D(I:' =

— _A ddf//gé(fu_f) 6Py [y (@,1)] :_%5Py [y_’(f,t)}
R 2 oy (Z",1) 2 dy(d'1)
Finalment doncs, incorporant aquest resultat a (5.7), obtenim I'equaci6 de Fokker-
Planck associada a I'equaci6 de Langevin:

(5.18)

0P, ly (1) _
ot
- g0 (T @ D AR [y(E D)
_OL/Rdddl‘ 6y(f/7t)< 6y(f/,t) Py [y(x7t)]+26y(fl,t)> (519)

Recordem que aquesta equacié de Langevin (5.1) apareixera en el tractament de
renormalitzacié de la segiient seccié. Alld apareixera escrita a |'espai de Fourier,

on el camp y (Z,t) sera la transformada del parametre d'ordre, m (E, t), el terme

estocastic (soroll) @ passara a ser ¢ i el coeficient o esdevindra una combinacié
dels coeficients de les equacions de Ginzburg-Landau dependent del temps i de
Cahn-Hilliard.

5.1.3 Teorema de fluctuacié-dissipacié

Per acabar aquesta seccié i obtenir finalment el resultat per la variancia de la dis-
tribucié gaussiana de les funcions de soroll, és a dir, la intensitat de les correlacions
d’aquestes funcions, hem de solucionar I'equacié de Fokker-Planck (5.19) per un
estat d’equilibri. Com que un estat d'equilibri és, en particular, també estacionari
i, a més, no pot contenir corrents de probabilitat per tal de satisfer la condici6 de
balanc detallat, tindrem

SFl @ py o, aBOP @)
Sy @y W@l =0. (5.20)

Si integrem aquesta equaci6 obtenim

2 0y (Z7)] @ ly@ 1
“on ) PV TSy /Dy 5y (@) Pyly(@)]
/ Py (&’ M’ (5.21)
oy (')
_ alA Fly(@)] =P, [y(#)] +InA=(AP, [y (@), (5.22)
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on A és una constant d'integracié. Aixi, la probabilitat de trobar el sistema governat
per I'equacié de Langevin (5.1) en una configuracié y (Z) és, a I'estat d'equilibri,

P, [y ()] ~ e~ 757 ()], (5.23)

Ara bé, en un estat d’'equilibri, la mecanica estadistica ja ens informa de
quina ha de ser aquesta probabilitat, que no és més que el factor de Boltzmann:

i — 2 Fly(z’
P, [y (&) ~ e w7 )], (5.24)
Comparant aquests dos resultats obtenim directament |'expressié del teorema de
fluctuacié-dissipacié pel nostre sistema. Si n'aillem la variancia A:

2%kpT
A= ksl (5.25)

(0%

Aquest resultat relaciona I'amplada de la gaussiana del soroll alhora amb el coeficient
cinétic «, responsable de la dissipacié en el terme determinista de |'equacié de
Langevin, i amb |'energia tipica de les fluctuacions térmiques, kg7, que entren
en joc en el terme estocastic de I'equacié de Langevin. Aixi, ja tenim totalment
caracteritzada la densitat de probabilitat gaussiana que governa el terme estocastic
de I'equacié de Langevin, de manera que, en particular, queda també fixada la

correlacio: ok T
(@ (Z.0) @ (T, 1)g = = 8T~ 2")5(t 1), (5.26)

que és una de les quantitats que explotarem en la segiient seccié.

5.2 Renormalitzacié de I'equacié d’evolucié

En aquesta seccié veurem quines soén les conseqiiéncies d’'aplicar una transformacié
de renormalitzacié a les equacions d'evolucié de Ginzburg-Landau dependent del
temps (2.14) o de Cahn-Hilliard (2.26). De moment encara no hem justificat que
el terme estocastic d'aquestes equacions es pugui negligir, aixi que el tindrem en
compte. Aplicarem les transformacions a I'espai de moments, aixi que el primer
que hem de fer és transformar espacialment per Fourier les equacions d’evolucié.
Respectivament, obtenim

l@m(l;,t) _5F{m(/§,t)] (i) (R) Z(

T = o <_];;"t) + =—7 (5.27)
om (k,t §F |m (k. t s s C(k,t
A/[lkz th ) = - 57?[ ((E, t))} + 1o (k,t) ; Yo (k,t) = j\(4k2)
(5.28)

Ara detallarem els passos a seguir per I'aplicacié de la renormalitzacié.

5.2.1 Eliminaci6 de graus de llibertat. Coarse-graining

En primer lloc hem d’eliminar les equacions anteriors que corresponguin a modes
de Fourier amb A/b < k; < A. A ~ 1/£ és el vector d'ona associat a les escales
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microscopiques tipiques del sistema, donades per la longitud de correlacié de la fase
desordenada £, mentre que b > 1 és el factor d'escala de la renormalitzacié que
pretenem fer, és a dir, pretenem transformar el sistema en un sistema b vegades
més petit en cadascuna de les dimensions. Aquest reescalat el fem eliminant graus
de llibertat corresponents als detalls més microscopics del sistema, £ < r; < b¢,
aquells que afecten a escales de I'ordre de &, que correspon a eliminar els modes de
Fourier de moment més alt. Es a dir, és un procés de coarse-graining. El que hem de
fer a la practica és solucionar les equacions anteriors pels modes que volem eliminar
i introduir les solucions a I'equaci6é de moviment sense transformar (que conté tots
els modes). Aixi si tornem a transformar per Fourier les equacions del moviment ja
només tindrem modes amb k; < A/b, és a dir, haurem perdut la informacié dels
graus de llibertat que afectaven a escales inferiors a b¢. Cada cop que duem a terme
aquest procediment, doncs, anirem eliminant informacié corresponent a escales més
grans.

5.2.2 Reescalat de les magnituds del sistema

A continuacié es reescalen totes les variables del sistema per compensar |'eliminacié
de variables. Aixi, totes les longituds del sistema s'escalen en un factor 1/b. Les
noves longituds seran r; = r;/b, fet que fara que el sistema reescalat tingui la
mateixa longitud caracteristica per les escales microscopiques que abans: un cop
eliminades les variables, I'escala de longitud més petita del sistema, que marcava
el tall microscopic, havia quedat en b¢; amb el reescalat, aquesta longitud torna a
ser £. Equivalentment, el moment més gran del sistema torna a ser A, ara en les
variables reescalades.

Coneixent I'escalat de les longituds també podem conéixer I'escalat del factor
d’estructura per analisi dimensional. Com que la correlacié és adimensional, el factor
d’estructura definit com

S (E t) = / diFe =T (7, 1) (5.29)
9

és d-dimensional. Aixi, en reescalar les longituds, el factor d'estructura quedara
escalat segons

B S (E t)
! ! 4l
S (k ,t) = — (5.30)

En el grup de renormalitzacié dinamic, pero, a més de les escales longitudinals
també cal modificar les escales temporals segons ¢ = t/b%, on z és I'anomenat
exponent dinamic. Aquest sera el nostre objecte d'interés ja que esta relacionat
directament amb I'exponent que regeix les lleis de creixement dels dominis, L (t) ~
t?, segons

1
Lt)y=50

Per altra banda, si les longituds canvien segons 1} = r;/b, els moments ho
fan segons k; = bk;, de manera que

—

i (E t) = %/,bzt’ = b’ (E’,t’) , (5.32)
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on hem definit I'exponent 7. Llavors

s (E, t) = % <m (E, t) m (715, t)>PO -

b1 NN AN Loyl 2nqr (1 4/
_7<m (k,t)m(—k:,t)>Po—b S(kﬂf), (5.33)
i per comparacié amb |'expressi6 (5.30) veiem que
d
= —. . 4
n=g (5.34)

5.2.3 Reparametritzacié de les equacions del moviment

Després d'haver eliminat els modes de Fourier de vector d'ona més gran i d’haver
reescalat les variables del sistema adequadament, el segiient pas de la renormalit-
zaci6 és interpretar les noves equacions que s'obtenen pels modes de vector d'ona
més petits com a les mateixes equacions que teniem inicialment perd amb els pa-
rametres modificats. Es a dir, podem incloure tots els canvis d'escala en un canvi
dels parametres del model. Cal destacar que poden “aparéixer”’ parametres “nous’,
ja que hi ha la possibilitat que alguns parametres que eren nuls en el model original i
que, per tant, no véiem, amb la renormalitzaci6 deixin de ser nuls. En el nostre cas,
els parametres que han de canviar sén els coeficients cinétics, el terme estocastic,
les condicions inicials i el funcional d’'energia, que sén totes aquelles quantitats que
hem hagut d'implementar externament a I'equacié d’evolucid, els parametres del
model.

5.2.4 Identificacié dels punts fixos

Per altim, si coneixem les transformacions dels parametres sota la renormalitzacid,
interpretarem els punts fixos d'aquestes transformacions com els punts on poden
tenir lloc els fenomens d'escalat, ja que en els punts fixos tant I'equacié del moviment
com les condicions inicials sén invariants sota un procés de renormalitzacié. Aix0 és
precisament el que permetia arribar a la conclusié de |'existéncia de les lleis d’escalat,
la invariancia d’escala d'un fenomen, en aquest cas el creixement de dominis.

5.2.5 Aplicacié a les equacions d’evolucié

Ara doncs, ja podem dur a terme tots aquests passos a les equacions d’evolucié.
Com hem dit, ens sera impossible acabar escrivint totes les transformacions de re-
normalitzacié dels parametres en el nostre cas perd, assumint que existeix un punt
fix en les transformacions, podrem escriure almenys les de la mobilitat M i la tem-
peratura T'. Aquestes dues transformacions seran suficients per trobar I'exponent
de creixement dels dominis pel cas en el qual el parametre d’ordre es conserva.
Comencem per escriure

ot o (—Fk, t)

( 1 1>3m(’;t> _ oF|m (k)] LoD, 63)

M2 T -
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on el terme estocastic s'assumeix blanc i gaussia de mitjana nul-la (sabent que la
transformada de Fourier d’una gaussiana és una altra gaussiana), amb una correlacié
donada pel teorema de fluctuacié-dissipacié (5.26):

<1E (E tl) ¥ (—E, tz)>¢ = 2kpTS (t, — to) (Ml]€2 + 1{) : (5.36)

L'equacié (5.35) és una barreja de les equacions (5.27) i (5.28). Veurem, perd,
que aquesta equacié només serveix per tractar en el grup de renormalitzaci6 el cas
del parametre d’ordre conservat, és a dir, I'equacié de Cahn-Hilliard (5.28). Aixo és
degut al fet que el terme constant 1/T" pot aparéixer, juntament amb molts d'altres,
en aplicar les transformacions de renormalitzacid, pensant que originalment aquest
parametre era nul. En canvi, el terme 1/ (Mk:Q) no pot aparéixer per efecte de la
renormalitzacié ja que és singular per k = 0. Un terme singular a k = 0, és a dir, a
distancies grans, no pot aparéixer en eliminar els graus de llibertat de les distancies
curtes. Aixi doncs, aquest és el motiu pel qual només podem obtenir I'exponent de
creixement dels dominis pel cas conservat.

Per poder escriure I'equaci6 (5.35) renormalitzada només ens queda introduir
I'exponent p d'escalat de I'energia:

F [m (R.8)] =0 [ (87.0)] (531

Aixi, I'equaci6 (5.35) esdevindra, utilitzant els exponents d’escalat que hem definit,

o +...=

s [”E (%", ))] (’C bt ) (5.38)

>+...>8W(M

1 1
(57 g+ E

Si dividim per b*~" tenim

om' (k' ¢
<b2n+2,uz 1 +b2n*#*21 (1_|__.,)_|_,,,> M +...=

ME'"? Tr ot
oF [ (Be)]
. AR (5.39)
ot (—F, )
de manera que |'escalat del terme estocastic és
i
& (k’,t’) — 1Ry (i,b%’) , (5.40)

i la seva correlacié
. o |k -k
(0 (F.0) 0 (<F".) ) =22 <w (b,mg> g (—b,b%)> =
o
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= b217282k TS (b* () — th)) <b21 + 1 (1+.. .)) =

Mk/Q T
2By TS (8 — 1)) (VP = (1) (5.41)
1 2 ME2 T ’

on hem utilitzat I'equacié (5.36) i la propietat 0 (az) = d (z) /|al.
Si ara reescrivim |'equacié (5.39) com

(o] )(f)m/(p,t/)

1\ (1 4t
4 +...:—5]: [m <k’tﬂ+1ﬁ’(l§’,t’>,
M'E"? IV ot S’ —E/,t/)
(5.42)
veiem que
L pento—p—z 1
= =z 4
Y b i (5.43)

Aquesta és |'expressi6 explicita de la transformacio per renormalitzacié del parametre
M.
Reescrivint també I'equacié (5.41) tenim

(0 (Fr) 0 () = 2ha s 0 —) (b ). (64)

d’on veiem que
/
2 _ b2n+272ufzz — b*#i
M/ M M
on hem utilitzat I'equaci6 (5.43). Finalment doncs, obtenim també I'expressi6 ex-
plicita de la transformaci6 per la temperatura:

(5.45)

T' =b "T. (5.46)

Aquesta transformacié i la de M (5.43) son les Gniques que hem pogut extreure ex-
plicitament de I'equacié d’evolucié. Recalquem que el que ens ha permés obtenir-les
és el comportament singular del terme 1/ (MkQ) Aquestes dues transformacions,
perd, ens seran suficients per deduir el valor de I'exponent dinamic z i, per tant, de
I'exponent del creixement dels dominis pel cas conservat.

5.2.6 Punts fixos i exponent dinamic

En aquest apartat deduirem el valor de I'exponent dinamic z per mitja de |'analisi
dels punts fixos de les relacions de transformaci6 (5.43) i (5.46).

L'equacié (5.43) té tres punts fixos: 1/M; =0, 1/Mj = oo i un altre per
a un valor 1/Mj3 que no podem determinar sense disposar de la resta de transfor-
macions. El primer punt fix correspon al cas del parametre d’ordre no conservat,
pero per aquest cas el valor de I'exponent de b és irrellevant, de manera que no el
podem trobar. Una cosa semblant passa en el segon punt fix. El tercer punt fix, del
qual hem de postular I'existéncia, és el que correspon al cas del parametre d'ordre
conservat, i el trobarem quan

z=2n+2—pu=d+2—p, (5.47)

on hem utilitzat que en el punt fix 1/M"™* = 1/M* i també la relaci6 (5.34).
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Si ara ens centrem en la transformacié de la temperatura (5.46), veiem que
té tres punts fixos: 17 = 0, Ty = T, Ty = co. Hi ha una diferéncia basica entre
el punt critic i els altres dos: el punt critic s'obté només per p = 0, mentre que
els altres dos s’obtenen per qualsevol valor de ji. Pero el sistema que ens interessa
a nosaltres no es troba en el punt critic, aixi que haurem de trobar p per mitja
d’altres métodes que no pas I'analisi de la transformacié de la temperatura. Un cop
I'haguem trobat ja tindrem I'exponent dinamic (5.47) completament determinat.

El métode sera recérrer a la definicié de p. Imaginem que fem un coarse-
graining del sistema amb cel-les de longituds de I'ordre de L. Llavors, la densitat
d’energia, ¢, sera
F Lt
JX T
on hem aprofitat la llei d’escalat de I'energia amb el factor d'escala del coarse-
graining (5.37). Si ara podem estimar aquesta densitat d'energia per algun altre
raonament, podrem comparar-les per trobar 1. El raonament és el segiient: com que
I'escala L és la mida tipica dels dominis, en un volum L% hi trobarem tipicament una
anica interfase. Segons |'equaci6 (2.41) referent a les interfases, |'energia associada
a una interfase és la mateixa energia que I'associada al potencial, o sigui, I'associada
propiament a la fase envoltada per la interfase en qiiesti6. A més, segons I'equacié
(2.44), aquesta energia és F = 0S. Ara només hem d'introduir I'escalat de la
superficie per a un sistema amb un coarse-graining d'escala L i dividir pel volum
L% per obtenir la densitat d'energia:

€ =

(5.48)

F oS L4t
€E= —/ = — ~v

71
Ld Id Id =L (5-49)

Finalment, comparant amb |'equaci6é anterior tenim y = d — 1, que introduit a
I'equaci6 (5.47) condueix a |'exponent dinamic z = 3 i, per tant, a la llei de
Lifshitz-Slyozov-Wagner pel parametre d'ordre conservat L (t) ~ t'/3.

5.2.7 Irrellevancia de les condicions finals

En aquest darrer apartat justificarem que les condicions finals sén irrellevants su-
posant que les transformacions (5.43) i (5.46) tenen un punt fix corresponent al
fenomen d'escalat dinamic que controla el creixement de dominis a temps prou
llargs. Aquesta tasca és senzilla un cop hem obtingut u. Que el flux de renormalit-
zaci6 per qualsevol temperatura final (inferior a la critica) és en sentit a T'=0 es
veu a partir de la transformacié (5.46) i del fet que > 0 per totes les dimensions
més grans que la dimensié critica inferior d.,; = 1. Aixi doncs, queda justificat
I'argument de la secci6 2.4 (figura 2.2) que permet negligir els termes estocastics
de les equacions d'evolucio.
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Resum

En aquesta part es duen a terme simulacions sobre la dinamica de I'ordenacié de
fases. Quan un sistema amb punt critic es sotmet a un canvi sobtat de temperatura
des d'una temperatura superior a la critica fins a una temperatura inferior a la
critica, el sistema deixa d'estar en un estat d'equilibri estable, de manera que es veu
immers en un procés de relaxacié cap a un estat d'equilibri estable. En tractar-se
d'un fendmen critic, aquest procés de relaxacié involucra diverses fases, governades
per un parametre d'ordre. L'objectiu del treball és determinar les lleis de creixement
temporal dels dominis de fases que es formen a temps prou llargs després del canvi
sobtat de temperatura. L'estudi es fara simulant el comportament del model d’Ising
(parametre d'ordre escalar) per mitja d'un algoritme de Monte Carlo amb dinamica
de Kawasaki. Es considerara la preséncia o abséncia d'una llei de conservacié del
parametre d’'ordre.
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Capitol 6

Introduccid

6.1 Fonaments teorics

Considerem un sistema que presenta una transicié de fase de segon ordre, de manera
que conté un punt critic. Podem pensar en el model d'lsing com a representat
d’aquest tipus de sistemes per parametres d'ordre escalars. Imaginem que tenim el
sistema en un estat d'equilibri estable a camp nul i a una temperatura molt alta,
per sobre de la temperatura critica, de manera que es troba en una fase (nica
desordenada on el parametre d'ordre s’anul-la. Ara sotmetem aquest sistema a un
canvi sobtat de temperatura fins a deixar-lo en un estat a una temperatura inferior a
la critica. En aquest moment el sistema es trobara en un estat d’equilibri inestable,
ja que a aquestes temperatures els estats d'equilibri estables del sistema sén les
diverses fases ordenades de les quals disposi i no pas la fase desordenada. Aixo fa
que les fluctuacions térmiques treguin rapidament el sistema de la fase desordenada
i el sotmetin a un procés de relaxacié cap a alguna de les fases ordenades.

En aquest treball pretenem estudiar aquest procés de fora de I'equilibri mirant
d’obtenir les lleis de creixement temporal dels dominis de fases que es formen.
S’observa que hi ha un régim en el qual el creixement d’aquests dominis segueix
una llei de poténcies del tipus L (t) ~ t?. Aquesta és una forma de I'anomenada
hipotesi d'escalat dinamic. El nostre objectiu sera trobar aquest régim i I'exponent
dinamic ¢ de la llei de poténcies.

La dinamica del procés de relaxacié que volem estudiar, perd, depén forta-
ment d’'una caracteristica essencial del sistema com és |'existéncia o no d'una llei de
conservacié del parametre d'ordre. En cas que el parametre d'ordre no es conservi,
representat pel model d'lsing tipic, on el valor de la magnetitzacié total pot evolu-
cionar amb el temps fins a arribar al valor d’equilibri, una de les dues fases acabara
imposant-se a |'altra i ocupant tot el sistema. En canvi, si el parametre d'ordre es
conserva, com per exemple en la separacié de les fases d’un fluid binari, ambdues
fases hauran d'acabar coexistint en I'estat d’equilibri, ja que cap d’elles dues pot
desaparéixer. Aix0 fa que la llei de creixement dels dominis en el régim adequat
sigui diferent en un i altre cas. Logicament, el creixement dels dominis en el cas del
parametre d’ordre conservat es produeix de forma més lenta a causa de la restriccié
que suposa la preséncia de la llei de conservacié.

Es pot veure que en el cas del parametre d’ordre no conservat, |'exponent
de la llei de poténcies del creixement dels dominis és ¢ = 1/2, mentre que en el cas
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del parametre d’ordre conservat tenim ¢ = 1/3. A continuacié intentarem trobar
aquests exponents simulant el model d'Ising per mitja d'un algoritme de Monte
Carlo amb I'anomenada dinamica de Kawasaki.

6.2 Condicions de les simulacions

Les simulacions s’han dut a terme amb un sistema bidimensional de N = 2500 spins
en una xarxa quadrada. Es prepara el sistema en un estat inicial de temperatura
infinita, és a dir, totalment desordenat, col-locant tots els spins del sistema amunt
o avall aleatoriament. A continuacié es fixa la temperatura del sistema a T' = 1,
en unitats reduides (unitats de I'energia d'interaccié dels spins J dividida per la
constant de Boltzmann kg). Aquesta temperatura és inferior a la critica, que és
d’aproximadament T' =~ 2.2. Seguidament es deixa evolucionar el sistema segons la
dinamica de Kawasaki.

En el cas del parametre d'ordre no conservat, aquesta dinamica és simple-
ment I'algoritme de Metropolis, que proposa el canvi del valor de N spins aleato-
riament a cada pas de I'algoritme de Monte Carlo. Cadascun d'aquests canvis de
spin proposats s'accepta amb una certa probabilitat, que és:

1; AE <0
P, = , (6.1)
e PAE. AE >0

on AF és el canvi d'energia del sistema que provocaria el canvi del spin proposat.
Aixi, si el sistema baixa la seva energia amb el canvi proposat, aquest és acceptat
i dut a terme. Per altra banda, si I'energia augmenta per culpa del canvi proposat
només s'acceptard amb una certa probabilitat donada per I'exponencial decreixent
amb 'augment d'energia respecte I'energia de les fluctuacions térmiques, kT =
1/8. Aixi, a molt alta temperatura, molts canvis dels que provoquen un augment
d’energia son acceptats ja que el sistema disposa de suficient energia térmica per
dur-los a terme, mentre que a baixes temperatures ben pocs canvis sén acceptats
pel motiu contrari.

En el cas del parametre d’ordre conservat, la dindmica de Kawasaki és una
mica més elaborada. En aquest cas es tracta de proposar d'intercanviar 2V parelles
de spins veins (tantes com n’hi ha en un sistema bidimensional de N spins en
xarxa quadrada) a cada pas de I'algoritme de Monte Carlo. Novament, |'acceptacié
de cadascun d'aquests intercanvis es duu a terme per mitja de la probabilitat de
Metropolis.

En qualsevol d'aquests dos casos, aquest procediment es repeteix llavors
durant molts passos de Monte Carlo de manera que el sistema va evolucionant bé
capgirant bé intercanviant la posicié dels seus spins cap a un estat d’equilibri estable.
A més, tot el procés es realitza per diferents condicions inicials, és a dir, diferents
configuracions aleatories del sistema en |'estat inicial de temperatura infinita.

Concretament, pel cas del parametre d'ordre no conservat s’han dut a terme
1000 passos de Monte Carlo en cadascuna de les 500 realitzacions amb diferents
condicions inicials que s'han fet. Pel cas del parametre d'ordre conservat s’han fet
5000 passos de Monte Carlo per un total de 100 configuracions inicials diferents.
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6.3 Mesura de la mida tipica dels dominis

La quantitat d'interés a mesurar durant el procés de relaxacié del sistema cap a
I'equilibri és la correlacié entre els spins del sistema, ja que la distancia a la qual dos
spins es mantenen fortament correlacionats ens donara una estimacié de la mida
tipica dels dominis de fase que es formen. Si ens trobem en el régim d’escalat
dinamic, aquesta mida sera fruit d’una mitjana de molts dominis de mides similars,
de manera que I'evolucié d'aquests amb el temps (passos de Monte Carlo) ha de
ser segons la llei de poténcies predita per la teoria sota aquesta hipotesi.

En el cas del parametre d'ordre no conservat, la mesura de la mida tipica
dels dominis és simplement la longitud de correlacié, p, és a dir, el parametre que
ajusta exponencialment la correlacié, G (r), en funcié de la distancia, 7:

G(r)y=e"/?. (6.2)

En canvi, pel cas del parametre d'ordre no conservat, una bona mesura de
la mida tipica dels dominis és aquella distancia en la qual la correlacié es fa per
primer cop negativa. El motiu d’aquest fet és que si avancem una distancia igual
a la mida tipica dels dominis, el més probable és que ens trobem a l'interior d'un
domini de la fase contraria del de partida, de manera que ambdés punts estaran
anticorrelacionats. Aixo té els seus fonaments en la llei de conservacié, que obliga
a un domini a créixer per mitja de la difusié dels spins de la seva mateixa fase des
dels voltants del domini cap al seu interior.

Aquestes definicions de la mida dels dominis tenen un component arbitrari;
per bé que sén 1dgiques, no deixen de ser convencionals. De fet, la mateixa nocié de
domini o les condicions de I'escalat dinamic sén dificilment definibles amb precisié.
Tanmateix, aquest grau d'arbitrarietat no pot afectar a I'exponent de la llei de
poténcies del régim d'escalat dinamic siné tan sols al prefactor d'aquesta llei, en el
qual no estem interessats.

Per altim, el calcul de la correlacié s'ha dut a terme per cada spin en les
dues direccions marcades per la xarxa quadrada, i posteriorment se n'ha calculat la
mitjana per aquestes dues direccions i per tots els spins del sistema.
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Parametre d'ordre no
conservat

7.1 Calcul de I'exponent dinamic

Per calcular I'exponent dinamic en el cas del parametre d’ordre no conservat s'ha
seguit el segiient procediment. Un cop obtingudes les funcions de correlacié del
sistema en els diferents instants d’evolucié (passos de Monte Carlo), s'ha calculat
la longitud de correlacié de cadascuna d'elles ajustant-hi una funcié exponencial.
Prenent la longitud de correlacié com a un estimador de la mida tipica dels dominis,
s’ha fet un ajust potencial d’aquestes longituds en funcié del temps, i s'ha obtingut
un exponent dinamic de ¢ = 0.550 + 0.007. La desviacié d'aquest valor respecte el
predit tedricament, ¢ = 1/2, pot ser deguda als efectes de mida finita del sistema
utilitzat a la simulacié.

Les grafiques corresponents a les dades i ajustos que han permés determinar
I'exponent dinamic es troben a les figures 7.1, 7.2, 7.3 i 7.4. El calcul dels errors
s'ha dut a terme per mitja dels métodes habituals de propagacié d’errors.

Cal destacar que, en aquest cas, es pot delimitar clarament la regié de temps
en la qual es compleix I'escalat dinamic. Aquesta va des dels instants gairebé inicials
fins als 200-250 passos de Monte Carlo. A partir d’aquest instant el creixement dels
dominis s'accelera fins cap alla al pas 500, moment en el qual ja es pot considerar
que el sistema esta equilibrat.

7.2 Imatges del sistema

En aquesta seccié es mostra una série d'imatges de |'evolucié temporal del sistema
en les figures 7.5, 7.6, 7.7, 7.8, 7.9 i 7.10.
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Figura 7.1: Parametre d'ordre no conservat. Logaritme de la mida tipica dels
dominis (en spins) en funcié del logaritme del temps (en passos de Monte Carlo).
En vermell, els punts obtinguts a partir de les dades de les simulacions; en verd, la
recta esperada tedricament en el régim d'escalat dinamic. Ambdues difereixen en
I'ordenada a I'origen, ja que el model teodric no prediu el prefactor de la llei potencial
L (t) ~ t'/2. S’hi aprecia clarament la regi6 en la qual es d6na I'escalat dinamic i
la zona en la qual la mida tipica dels dominis s'estabilitza. Les barres d’error sén
indistingibles dels punts en aquesta escala.
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Figura 7.2: Parametre d'ordre no conservat. Logaritme de la mida tipica dels
dominis (en spins) en funcié del logaritme del temps (en passos de Monte Carlo) en
la regi6 d'escalat dinamic. En vermell, els punts obtinguts a partir de les dades de
les simulacions; en verd la recta de regressi6é que els ajusta, el pendent de la qual
proporciona el valor de I'exponent dinamic. Les barres d’error sén indistingibles
dels punts en aquesta escala. L'ordenada a l'origen que s'obté de I'ajust lineal és
0.12 + 0.03.
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Figura 7.3: Parametre d'ordre no conservat. Mida tipica dels dominis (en spins)
en funcié del temps (en passos de Monte Carlo). En vermell, els punts obtinguts a
partir de les dades de les simulacions; en verd, la llei potencial esperada tedricament
en el régim d’escalat dinamic. Ambdues difereixen en una constant multiplicativa no
predita pel model teoric. Novament, s’hi aprecia la zona de validesa de la hipotesi
d’escalat dinamic. Les barres d'error son indistingibles dels punts en aquesta escala.
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Figura 7.4: Parametre d’ordre no conservat. Mida tipica dels dominis (en spins)
en funcié del temps (en passos de Monte Carlo) en la regié d’escalat dinamic. En
vermell, els punts obtinguts a partir de les dades de les simulacions; en verd, la
corba potencial que els ajusta. Les barres d'error sén indistingibles dels punts en
aquesta escala. El prefactor que s'obté de I'ajust potencial és 1.12 4+ 0.03.
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Figura 7.5: Parametre d'ordre no conservat. Estat del sistema després de 1 pas de

Monte Carlo.
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Figura 7.6: Parametre d'ordre no conservat. Estat del sistema després de 2 passos

de Monte Carlo.
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Figura 7.7: Parametre d'ordre no conservat. Estat del sistema després de 5 passos
de Monte Carlo.

Figura 7.8: Parametre d'ordre no conservat. Estat del sistema després de 10 passos
de Monte Carlo.
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Figura 7.9: Parametre d’ordre no conservat. Estat del sistema després de 30 passos
de Monte Carlo.

Figura 7.10: Parametre d'ordre no conservat. Estat del sistema després de 300
passos de Monte Carlo.
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Parametre d’'ordre conservat

8.1 Calcul de I'exponent dinamic

L’obtencié de I'exponent dinamic en el cas del parametre d'ordre conservat ha estat
molt més dificultosa i molt menys exitosa que en el cas del parametre d’ordre no
conservat. Per fer les mesures s'ha seguit el segiient procediment. Per mesurar
la distancia a la qual la funci6é de correlacié s’anul-la per primer cop s'ha fet una
interpolacié lineal entre els dos valors que limiten amb el primer zero de la funcié
de correlacié. L'error d’aquesta mesura de la distancia del primer zero s'ha estimat
per mitja de la meitat de la distancia minima entre el valor del zero i el valor enter
de distancia més proper.

Aquestes dades per diferents passos de Monte Carlo s’han comparat amb la
predicci6 d’una llei potencial d’exponent 1/3. Resulta que la regi6 a la qual les dades
de la simulaci6 s’ajusten ni que sigui lleugerament a aquesta llei es limita a uns pocs
passos en els instants inicials. Es a dir que sembla que el régim d'escalat dinamic
és molt més fugac en aquest cas que en el del parametre d'ordre no conservat. En
els instants posteriors, el creixement dels dominis és més lent que I'esperat en el
régim d’escalat dinamic fins que finalment s’assoleix I'equilibri. Es molt possible
que per aconseguir eixamplar aquesta regié d’escalat dinamic calgui un algoritme
més sofisticat (per exemple del tipus de temps continu) aplicat a sistemes de major
mida.

De totes maneres, en aquesta petita regié s’ha pogut trobar un exponent
dindamic de ¢ = 0.3 + 0.2 per mitja del citat ajust potencial a comparar amb la
prediccié tedrica ¢ = 1/3. Les grafiques corresponents a les dades i ajustos que han
permés determinar |'exponent dinamic es troben a les figures 8.1, 8.2, 8.3 i 8.4.

En aquest cas, I'error del pendent de la regressid lineal utilitzada a 8.2 no s'ha
calculat per mitja de les técniques habituals pel segiient motiu. L’error de regressié
que s'obté dels punts de la simulacié és notablement menor que I'error tipic de
les mesures, de manera que |'error del pendent que en sortis estaria subestimat.
Per solucionar-ho s'ha calculat I'error del pendent de la segiient forma: s'estima
el pendent maxim permés per les barres d'error dels punts de la simulacié, és a
dir, el pendent de la recta que passa per I'extrem inferior de la barra d'error del
primer punt i per I'extrem superior de la barra d’error del darrer punt; a continuacioé
s'estima el pendent minim permés per les barres d’error dels punts de la simulacid,
és a dir, el pendent de la recta que passa per |'extrem superior de la barra d’error
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del primer punt i per |'extrem inferior de la barra d'error del darrer punt. Llavors,
una millor estimacié de I'error del pendent ve proporcionada per la mitjana de la
diferéncia d’aquests valors extrems del pendent respecte el valor dptim del pendent
calculat per mitja de la regressio.

8.2 Imatges del sistema

En aquesta seccié es mostra una série d'imatges de |'evolucié temporal del sistema
en les figures 8.5, 8.6, 8.7, 8.8, 8.9 i 8.10.
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Figura 8.1: Parametre d’ordre conservat. Logaritme de la mida tipica dels dominis
(en spins) en funci6é del logaritme del temps (en passos de Monte Carlo). En
vermell, els punts obtinguts a partir de les dades de les simulacions; en verd, la
recta esperada tedricament en el régim d’escalat dindmic. Ambdues difereixen en
I'ordenada a I'origen, ja que el model teodric no prediu el prefactor de la llei potencial
L (t) ~ t'/3,
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Figura 8.2: Parametre d’ordre conservat. Logaritme de la mida tipica dels dominis
(en spins) en funcié del logaritme del temps (en passos de Monte Carlo) en la
regié d'escalat dinamic. En vermell, els punts obtinguts a partir de les dades de
les simulacions; en verd la recta de regressi6é que els ajusta, el pendent de la qual
proporciona el valor de I'exponent dinamic. L'ordenada a I'origen que s'obté de
I'ajust lineal és 0.0 + 0.3.
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Figura 8.3: Parametre d'ordre conservat. Mida tipica dels dominis (en spins) en
funcié del temps (en passos de Monte Carlo). En vermell, els punts obtinguts a
partir de les dades de les simulacions; en verd, la llei potencial esperada tedricament
en el régim d'escalat dinamic. Ambdues difereixen en una constant multiplicativa

no predita pel model tedric.
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Figura 8.4: Parametre d'ordre conservat. Mida tipica dels dominis (en spins) en
funci6 del temps (en passos de Monte Carlo) en la regi6 d’escalat dinamic. En
vermell, els punts obtinguts a partir de les dades de les simulacions; en verd, la corba
potencial que els ajusta. El prefactor que s'obté de I'ajust potencial és 1.0 £ 0.2.
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Estat del sistema després de 1 pas de

Figura 8.5 Parametre d’ordre conservat.

Monte Carlo.

m W o® o mER wE T w =
b R S W
E ux MEMK NMNENK  MNNN  NMMMNNNMNIONR
o M MEMEX HEARRR PSR X HE X
T T W WK ® T
NN M PR W
MM MEMENEHN Hx HEX  HAX HHNH
ux PR T e wEn ® x ® EHMNHE N
------- ® ENERAK KN
WHM M WM WN N NN ODDNNN NN ®
oMM MO MONIOEM HNENNHN ®
HHAHHAR HEOHM K
PR i
BRI
b NN
o oMHK HONENK NN
EPEs ® ®oME omEE X

..................
M OMMB MM MMM MMM MMM

MMMMMHN  HMNNMN MM MENNN ES 55 5585 PR £
B HHRHAK ®oMENEER N RN NN
e WK OEEEE EK 0 KKK KEKN WK
MM MM K ®
ke MM MM NN MM ® ® HH MMM
----- REAEREK o
RN HNHR o XK
BONH MMM SOENNEN W MNH NM WM ® ®
MMM MMM MMM MNNN N0 ES S5 555 EE N
o MR RH HMNNENR XM NNENHE XX X
W oOEMEK MK KN NEK 0 KN NK  NEKNEN o
H ® WM N HH M KNMNN 0N
BN WONNM M 3B ®
E- S $ LR § HoOMNN MHEN N 0N RS
x x ux HE o OMEM NNK NN MNMNAX X
® H R W
-----------------------
ES 555 5 S Hx HEAX A N NHANN o
o MR M MK K MEN XN oMM oMEx
i Ha N NN K NNNN WEKN NEN ® PR
MM NN M NN N NNNNNNN  ONNHNK HRRHH
PO S PRSI WH L SN e W 3
ECE 3 H HEHNEN ES e EES S
o wEx x B ® EEE X oMEEHE X
B Ha w RN R RN X NENE ¥ oMK
PP EE wooK o WK NEHNEH Y
AR Hn HHR ® Hx HHAHH WA
HMEME HHM HK HHRHR HER N HHK ETEY
M NHNMHNKNN K HN KN W EHNHNKN  NHNMNNNK Hx
hoe W W WS RN

Figura 8.6: Parametre d'ordre conservat. Estat del sistema després de 5 passos de

Monte Carlo.
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Figura 8.8: Parametre d'ordre conservat. Estat del sistema després de 15 passos de

Monte Carlo.
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Figura 8.10: Parametre d’ordre conservat. Estat del sistema després de 100 passos

de Monte Carlo.
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