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1 Introduccié

Entenem per l'equacié d'estat de van der Waals-Maxwell aquella que resulta de
combinar I'equacié d’estat de van der Waals per a un gas real amb la construccié
de Maxwell que, quan Maxwell la va formular, descrivia fenomenoldgicament el
comportament del gas de van der Waals a la regié de coexisténcia de fases, en la
transicié entre fases. L'equacié de van der Waals

(p + %) (v—"b) =kgT, a,b constants (1)
v

prediu unes isotermes en el pla P-v que no tenen cap extrem relatiu per temperatures
superiors a una certa temperatura anomenada temperatura critica, 7,.. En canvi,
per temperatures menors a aquesta les isotermes presenten dos extrems relatius, un
maxim i un minim. Aixo fa que en aquest rang de temperatures hi hagi una zona de
la isoterma que és termodinamicament inestable ja que, forcosament, per tal d'anar
del minim al maxim relatius la pressié ha de créixer amb el volum per particula:

<8P) S0=shp=—t L < )
) v (55)r

| que la compressibilitat isoterma, k7, sigui negativa indica inestabilitat termodina-
mica.

Aixo es pot veure analitzant els zeros per la variable v de I'equacié de van der
Waals posada de la forma

v3—<b+k3;j>112+;v—ﬁ=0 (3)
Fixada una pressid, aquesta equacié té un sol zero real (i dos de complexos conju-
gats) per T' > T, i mentre que totes tres solucions sén reals per T' < T.. Aixo vol
dir que, mentre que a la regié6 T' > T, I'equaci6é de van der Waals prediu un dnic
valor de volum per a cada pressid, a la regi6 T' < T, I'equacié de van der Waals
prediu tres valors diferents de volum per a cada pressi6.



La preséncia d’aquesta zona termodinamicament inestable va fer que Maxwell
corregis I'equacié d’'estat de van der Waals en aquesta zona per tal d’adaptar-la
a les mesures experimentals. Aquestes mostraven una transicié de fase, de gas a
liquid, en aquesta regié, que es déna a pressid i temperatura constant. Per fer palés
aquest fet de forma correcta, Maxwell es va adonar que calia substituir la zona de la
inestabilitat en el pla P-v, anomenem-la [v;, v4], per un segment horitzontal tal que
I'area total compresa entre la corba de van der Waals i el segment fos nul-la. Es a
dir, el segment s'havia de situar a una pressié tal que I'drea tancada entre la part
de la corba de pressié major a la del segment i el segment fos la mateixa que I'area
tancada entre la part de la corba de pressi6 menor a la del segment i el segment.
Aquest procediment s’anomena la construccié de Maxwell i fa referéncia al segment
que abarca tota la zona de coexisténcia de fases [v;,vy]. Matematicament es pot
expressar com

/vg (P* (UvT) — Prrans (T)) dv = 0; T<T, (4)

on P* (v, T) és la pressié donada per I'equaci6 de van der Waals malgrat ser cons-
cients que no és la pressi6 fisicament correcta del sistema en aquesta regié
kBT a
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P*(v,T) = (5)
i Pirans (T') és la pressié constant que es déna en la zona de coexisténcia i que es
troba d'aquesta forma segons la construccié de Maxwell.

A continuacié deduirem I'equacié de van der Waals corregida segons la cons-
truccié de Maxwell a partir de suposar un potencial d'interaccié entre les particules
d’un gas. Aquesta interaccié la prendrem molt feble perd de llarg abast. El fet
que sigui molt feble quadra amb I'obtencié de I'equacié de van der Waals a partir
del desenvolupament del virial, com una correcci6 sobre el gas ideal deguda a la
interaccié entre les particules que se suposa nul-la en el cas ideal.

2 El potencial d’'interaccié de Kac

El potencial d'interaccié que considerarem forma part d'una classe de potencials
anomenats potencials de Kac. Les condicions que ha de satisfer un potencial, U®™*,
per ser un potencial de Kac sén les segiients:

e Ha de contenir una part corresponent al potencial d’esferes dures, U"5 (r),
i una part atractiva, U (r,7):

Ut = uHs (r) + U (r,7), v>0 (6)

on 7y és un parametre i

UH.S. (7,) _ { 87Oa Tr>§d;do (7)
—oo<U(r,y)<0 (8)

e La part atractiva ha de tenir la forma

U (r,y) =% (yr) (9)



on d és la dimensi6 de I'espai i

lim U (r,y) =0 vr (10)
¥—0

e El valor absolut de la part atractiva ha de ser prou fortament decreixent com
per ser integrable i complir

1

f/ AU (r,y) = —a, a>0 (11)
2 Ju

on « és una constant independent de i de d.

D’aquestes condicions podem veure que la part atractiva és de llarg abast pero
té una cua integrable i que s’afebleix a mesura que fem decréixer el parametre v. A
més veiem que quan modifiquem el parametre « es conserva |'area compresa entre
la corba del potencial i I'eix radial. Aixo vol dir que quan afeblim el potencial fent
7 petit, augmenta el seu abast. Es a dir, que I'abast de la interacci6 va com 1/7.

2.1 Exemple

A continuacié donarem un exemple d'un potencial d'aquesta classe per tal de fer-nos
la idea de les seves propietats. Prenem la funcié

w(yr) = Ae ", —00<A<O0 (12)

on A és una constant a determinar. Es pot comprovar que amb aquesta eleccié
es compleixen totes les condicions demanades. Només comprovarem explicitament
la donada per I'expressié (11). Per a fer-ho és convenient fer el canvi de variables

E =T
owtruy = 2 [ ateap (S 2L [ g
Q/RddrU(T,v)—Q/Rdd £y U(VW) 2/Wdé“so(f) (13)

Si ara hi introduim (12) i utilitzem les coordenades esfériques generalitzades per a
fer la integracio, tenim

1 A o A 00
f/ dFU (r,y) =5 [ diée == de/ ¢ldget =
2 Rd 2 Rd 2 Qd 0
AQ o AQ,T
— 7‘1/ {d_1d56_5 _ diw) (14)
2 Jo 2
on 4 és I'angle solid en dimensié d, que val
27rd/2
4= (15)
T ()
amb la qual cosa
1 Am/2T (d)
z AU =7 —_ 16
5 47U ) = M@ = (16)

d’on n'extreiem el valor de la constant A per tal que « sigui independent tant de d
com de :
al’ %

_ ()
A= ~amT g

(17)



3 Condicions d’'obtencié de I'equacié de van der
Waals-Maxwell

Per obtenir I'equacié de van der Waals-Maxwell a partir d'un potencial de Kac ho
farem sota certes condicions fisiques. El procediment a seguir sera el de trobar una
fita superior i una d'inferior de I'energia lliure de Helmholtz, i per a fer-ho suposarem
que el nostre sistema esta confinat en un hipervolum cabic V. Dividim aquest volum
en M hipercubs, w;; ¢ = 1,..., M, matuament adjacents d'aresta s+ ¢, de manera
que

V=M(s+t)" (18)

Llavors, les condicions que hem de demanar sén les segiients:
1
do<<s+t<<;<<W (19)

La regi6 d’esferes dures de les particules, dy, ha de ser molt menor que I'aresta dels
hipercubs que prenem, s+t, per tal d'assegurar que en cadascun d’ells hi hagi prou
particules per fer-ne un estudi estadistic. La quantitat 1/ déna una estimaci6 de
I'abast efectiu del potencial atractiu; aixi doncs, cal que aquest abast sigui molt
major que |'aresta dels hipercubs per tal que hi hagi una interaccié rellevant entre
particules situades en diferents hipercubs. Tanmateix, I'abast ha de ser més petit
que I'aresta del cub contenidor del sistema per tal de garantir que la interacci6 sigui
prou feble a grans distancies.

Ara, imaginem uns hipercubs w}; i = 1,..., M situats a l'interior dels anteriors
w; i concéntrics amb ells. La distancia que queda entre dos hipercubs w; I'anomenem
t, de manera que estem dient que la seva aresta és s i que la distancia entre una
cara de w} i la cara homologa de w; és t/2. Encara demanarem, doncs, que

t > dy (20)

per tal que les interaccions entre particules de diferents hipercubs w; siguin de
caracter Gnicament atractiu. | per Gltim requerirem que I'efecte relatiu dels passa-
dissos d’amplada ¢ que hem deixat entre els hipercubs w/] s'esvaeixi en fer créixer
indefinidament la mida dels hipercubs fins al limit del sistema termodinamic:

lim L =0 (21)
5—00 S
A continuacié definirem més limits que prendrem sobre les fites de I'energia lliure
de Helmholtz del nostre sistema per tal de modelitzar les interaccions que governen
el gas de van der Waals. Es tracta de tres processos de presa de limits que hem de
fer en el segiient ordre per consisténcia:

e Limit termodinamic. Ens definird la densitat d'energia lliure de Helmholtz.
L’hem de dur a terme fent créixer el sistema, V' — oo, a base d’afegir hi-
percubs de la mateixa mida (s + t)d, és a dir fent M — oco. Sabem que per
mitja d’aquest procés obtenim

lim DD 7 ) (22)



e Limit de feblesa del potencial. Es tracta de fer v — 0 per tal de posar-se en
les condicions sota les quals és valida |'equacié d'estat de van der Waals, és
a dir, amb una interaccié interparticular no nul-la perd molt feble, que actua
tan sols com una pertorbacié sobre el cas ideal de particules no interactuants.

yg%f(n, T,7) = f (n,T,07) (23)

e Limit d'independéncia de les cel-les construides. Per altim cal fer s — oo per
tal d'eliminar la dependéncia del resultat en la mida de les cel-les hipercibiques
que hem pres per poder fitar I'energia lliure de Helmholtz.

L'ordre amb el qual es duen a terme aquests limits és crucial, i de fet ve marcat
per les condicions que hem demanat a I'expressi6 (19). Si els féssim en un altre ordre
estariem incomplint alguna de les premises que hem fixat alld. De fet, fixem-nos
que

. . F(MN7T7'7) T FH'S' (V;n‘/?T) __ fH.S.
ity G < i EECGIED s ) e
mentre que, com hem vist,
. . F(MN7T77) T 3 7 +
Whgg)vlgnm#—ygbf(n,Tﬁ)zf(mT,O ) (25)

4 Fita superior de la densitat d’energia lliure de
Helmholtz

Ara que ja hem determinat quin tipus de potencial utilitzarem per deduir I'equacié

d’estat de van der Waals-Maxwell i quines sén les condicions que hem de demanar

per qué aquesta sigui valida, el segiient pas a fer és fitar la densitat d’energia lliure

de Helmholtz. Hem de comencar el procés de trobar la fita per la quantitat que
podem calcular directament a partir del potencial d'interaccié: la funcié de particié.

4.1 Fita inferior de la funcié de particié

Suposem que les particules del sistema estan distribuides en els hipercubs w} de ma-
nera que hi ha N; particules a I'hipercub w/ i que no hi ha particules als passadissos
de mida ¢ que hi hem deixat entremig. Aixi

M
> Ni=N (26)
i=1

La funcié de particié del sistema és
1 B’
Z(WT,N,V):W/VNdque FH(D) (27)

on A és la longitud d'ona térmica i simbolitzem

N
7= (q,....av), dNg=]]dg (28)

i=1



A més, si H (p,q) és el hamiltonia del sistema, H' (g) és I'energia potencial total
del sistema, és a dir:

H (5,9 = sz +H (§) = Z +ZU“’frkm) (29)

k<l

Per fitar la funci6 de particié del sistema, en primera instancia, aprofitant que
I'integrand és sempre positiu o nul, integrarem només a les regions on hi ha parti-
cules:

Z(V,T,N,y) > Z (Ms*,T,N,y) =

1 N! / / AN — —BH’
— dN ge BH'() (30)
NN {N;} Hg]\/il (Nj1) Jur w}

M

on la suma sobre {N;} fa referéncia a una suma maltiple que conté totes les possibles
distribucions de les N particules en els M hipercubs. Escollir una d'aquestes possibles
distribucions ens permet trobar una nova fita per la funcié de particio:

Z(V.T,N,7) > Z (Ms",T,N,7) >

AN Z—BH'(@) =
> H / /w a =y (31)
Ara fem la segiient separacié deI potencial:
H' (@) = Hpe () + Ho (7)) (32)

on H!

int (:') és I'energia potencial total de tots els parells de particules que compar-
teixen cel-la hiperctbica, §, mentre que H, (7> < 0 és I'energia potencial total

de tots els parells de particules que estan en cel-les diferents, q7 El motiu d'aquesta
separacié és que, gracies a les caracteristiques del potencial, podem trobar una fita

per HL, ( ) Es a dir

SH.: Hy (¢7) < H, <0 (3
Llavors / '
e_BH/(q') — e ( ’M(E)+H=X,( )) Z e*B(Hinr(‘i)+H+) (34)
i
dN - 7ﬁ(H;/",(l§ﬁ)+H/ ) =
Z(V7T,N,v)zw,AdNH / /w e '
M
=] 2 w}. 1. Ni,7y) e % (35)
=1

Ara podem mirar de trobar H',. Si anomenem Fk; ; al vector que va des del
centre de la cel-la w; fins al centre de la cel-la w}, tenim:

M . | M .
HL =3 NiNiUnax (Fi) = 5 S NiNjUmax (Fi; ) (36)

i<j i#j



on
Unax (Fig) = maxU (@ —g5.7): - G €l g € (37)
95
Aixi, doncs, tenint en compte (36) i (37), fent el logaritme neperia de la desigualtat
(35) i multiplicant-la pel factor —kgT obtenim

M M
1 -
F(V.T.N,7) <Y F (@i T.Nuy) + 5 Y NiNjUnax (kzl,j) (38)
i=1 1#j

Com hem dit, aquesta desigualtat es verifica per a una certa distribucié {N;}
de les particules en les cel-les. En particular, el pitjor dels casos és aquell en el qual

Ni:%:n(5+t>d Vi=1,...,M (39)

és a dir, per a la distribucié uniforme. En aquest cas, la desigualtat (38) queda, un
cop dividida per V

F(V,T,N,~) M , d n2(8—|—t)2d -
A\ )~ .
F (w ,Ton(s+1t) ,’y) + G iij Umax (kz,j) (40)

4.2 Limit termodinamic

Arribats a aquest punt ja podem aplicar els tres limits que condicionen I'obtencié
de I'equacié de van der Waals-Maxwell. El primer que hem de dur a terme és el
limit termodinamic. Per comencar, calcularem explicitament el limit termodinamic
de I'dltim terme de (40):

e (5 1t & N N .
Jim 3 U (Fos) = i 57 3 U (Res) = 3 Unes (R
i#£j i#j i#]

(41)
El limit termodinamic dels altres termes ja el coneixem, aixi que finalment obtenim

f(Tn,7) <

F(w’,T,n(s—l—t)d,Ay) n2(s—|—t)d oo B
(s + )7 T ;U'"ax (Rs) @

4.3 Limit de feblesa del potencial

Ara toca aplicar el limit de feblesa del potencial, és a dir, minimitzar I'efecte de les
interaccions fent v — 0. Com abans, comencem pel darrer terme:

(s + 1) i Unax (Fis) = (s +1)" " i emax (Fiz) =0 (43)

i#] i#]

Ara canviem la xarxa infinita de cel-les w; amb la qual teniem dividit el sistema
fins ara per una feta per hipercubs la mida dels quals depén de 7. Anomenem
Az a I'hipercub centrat a la posicié donada pel vector d'enters @ € Z?. Cadascun
d’aquests hipercubs té aresta v/A = (s + t), de manera que quan fem v — 0 els



fem cada cop més i més petits perd mantenim constant el volum del sistema posant
més i més hipercubs. Llavors

U:ZA%Iéii@(f); acz® (44)
a#0

D’aquesta manera, en el limit els hipercubs correspondran a diferencials de volum.
Com que els hipercubs seran infinitament petits, cadascun d’ells contindra un sol
punt, de manera que la funcié maxim de I'expressié anterior desapareixera i quedara
substituida simplement pel valor de la funcié en I'Gnic punt que conté cada dife-
rencial de volum. Aixi doncs, si els hipercubs tenen un volum diferencial i sumem
per tots ells el producte del seu volum per una funcié del punt on es troba cada
hipercub, el que estem fent és integrar la funcié en qiiesti6. Llavors

lim 0 = / dz o (%) = —2a (45)
Rd

v—0

on el darrer pas s'ha fet en base a les propietats donades per les expressions (11) i
(13).
Ara ja podem fer el limit dels altres termes de la desigualtat (42):

FHS. (w’,T,n (s+ t)d)

f T,n,0") < —an? 46
( ) (s+1)° #0)
on hem tingut en compte
lim F (V,T,N,v) = FE-5 (V,T,N) (47)
v—0

4.4 Limit d’independéncia de les cel-les construides

Per altim, hem de fer el limit s — co. Utilitzant (21) i (24) ens queda

f(T,n,O+) < fH'S' (T,n) — an? (48)

4.5 Evolvent concava

En aquest moment estem en disposicié de restringir encara més aquesta desigualtat
utilizant les propietats que coneixem de la funcié f. La millora de la desigualtat que
durem a terme ens proporcionara la descripcié de la construccié de Maxwell per a
I'equaci6 de van der Waals.

Sabem que f(T, n7y) és una funcié concava respecte n per a certs potencials,
entre els quals s'inclou el potencial de Kac que estem considerant. Com que el limit
d’una successié de funcions concaves segueix essent concava,

’11;% f (T7 n, '7) = f (T7 n, 0+) (49)

conserva la concavitat. Per la seva banda, tant fH-5 (T, n) com an? sén concaves
respecte n, perd aixd no significa que f7-% (T, n) — an? ho sigui. Aixd vol dir que
podem reforcar la desigualtat (48) segons

f(T,n,O+) < ECC {fH'S' (T,n) — an2} (50)



on ECC {x (n)} és I'evolvent concava de la funcié arbitraria x (n), que es defineix
de la segiient manera:

vn e Rt ECC{x(n)} =max¢(n); ¢(n)<x(n), ¢(n) és concava (51)

on p és una funcié qualsevol. Es a dir, I'evolvent concava d'una funcié coincideix
amb la funci6 en els trams on aquesta és concava, mentre que en les regions on
aquesta és convexa, |'evolvent concava és un segment tangent als dos punts on
comenca i acaba la regi6 de convexitat, ja que aquesta és la funci6é que pren els
valors més grans possibles en cada punt tot mantenint la concavitat i sense superar
la funcié original en cap cas.

Aixi doncs, la desigualtat (50) ja és la fita superior de la densitat d'energia lliure
de Helmholtz que voliem trobar.

5 Fita inferior de la densitat d’energia lliure de
Helmholtz

A continuacié ens plantegem fitar la densitat d'energia Iliure de Helmholtz inferior-
ment de manera semblant a com I'hem fitat superiorment en la seccié anterior.

5.1 Fita superior de la funcié de particié

En aquesta ocasid, per fitar la funcié de particié distribuim les particules del sistema
entre els M hipercubs w;, a diferéncia del que hem fet a la seccié anterior, on els
haviem distribuit als hipercubs w] deixant passadissos on no hi havia particules.
Llavors tenim

1

Z(V,T,N,v) = NIV

/ N GoBH'@) _
VN

dqu—»e—[fH’((T) <

1 N! / /
= 7
NI)AN & Hj:l (N;Y) Jan wm

< max , d*" qe @ =
N! (M - 1)! {N;} NINEN H;vil (N]') w1 wnr

(N + M — 1)

= T T ax Z (V. T, {N;}, 52
NI — 1) (V,T,{N:},7) (52)
Ara fem la segiient separacié del potencial:
N N
H(q) =Y U (rij)=>_ (U™ (rij) + U (rij,7) =W (@) +B(@) (53)
i<j 1<j

on W és la part de I'energia potencial deguda al potencial d'esferes duresi B < 0
és la part de I'energia potencial deguda al potencial atractiu:

N N
W@ =Y U"5 (i),  B@=Y_U(ri;") (54)

1<J 1<J



Encara podem separar W en una part que contingui |'energia de les interaccions
entre particules de la mateixa cel-la i una altra entre particules de diferents cel-les,
de manera que

H' (‘D = Wint (5) + Wext (&) +B ((7) (55)
Ara podem fitar dues d'aquestes quantitats:
Wi Wert (€) 2 Weee B3 B(@) 2 B- <0 (56)
Llavors
e_ﬁH/(q‘) — e_ﬂ(Winc(l;)"FWexr(q_;)"t‘B(q')) S e_B(VVinr(a'f‘W;r"'B*) (57)
i
1 1 = -
Z(V,T,{N;},7) < fi/ / N G P(Wine )+ Werrt =) —
AdN'IIii1(AG!) w1 WM
M —_
_ H ZH-5- (4, T, N;) o B(WeetB-) (58)
i=1
Per tant
(N+M-1)! o ( )
Z(V,T,N,y) < i ZH5 (w0, T, N;) e P(Went B
Ara bé:

Wo,=0 (60)

ext

de manera que només ens queda trobar la fita B_. Comencem per

1 M M 1 M M
B(q) = §ZZNZ’NijIn (k’”) =5 ZZNiNj Unmin (kzy)’ =n (61)
i=1 j=1 i=1 j=1
on
Umin:rani_r,lU(gifgjvp)/); giewiagj ij (62)

YiYj

Aquesta desigualtat té el mateix sentit que la donada per I'expressié (36). En
aquesta ocasio, pero, no estem separant la part del potencial interactiu entre el que
actua entre particules a l'interior de la mateixa cel-la i particules que comparteixen
cel-la. Per tant, ara, hem de sumar per a totes les cel-les possibles sense excloure el
cas i = j que haviem exclds a (36) per tal d'extreure les interaccions entre particules
que compareixen cel-la.

Ara, aprofitant que B () < 0 i sabent

Ni2 + NJZ

NiNj < =

(63)
tenim

M M N»2 N2 .
B(‘T) Z n 2 _%ZZ (T) ‘Umin (kzj)’ =

10



1 M M .
= 5 SN [ (Fis) | = B (64)
i=1 j=1

Aixi doncs, la desigualtat (59) queda, un cop fet el logaritme neperia i multiplicat
pel factor —kpT

F(V,T,N,~) > kBTln( NH(M —1)! )

(N+M—1)

M 1 M M
+ min FH'S' w,T, Nl + = le ’Umin (E’L )’ =
iy [P TN 3N (R

NU(M —1)!
= kTl [ —
b n((N+M—1)!)
M 1 M
. H.S. 2 CE. .
+ min ; a (w,T,N¢)+2Ni;’Umm (kj)] (65)

5.2 Evolvent concava

Per trobar la fita inferior de la densitat d'energia lliure de Helmholtz que perseguim
en aquesta seccié aplicarem en aquest moment la definicié d’evolvent concava que
hem donat a la seccié anterior. Es important destacar que aixd no altera I'ordre
amb el qual es duen a terme els diversos limits que cal aplicar. Els durem a terme
als apartats segiients amb el mateix ordre que haviem fixat en comencar. Tam-
bé cal remarcar que no utilitzarem les propietats de concavitat de I'energia lliure
de Helmholtz en aquest apartat ja que encara no hem fet aparéixer explicitament
aquesta quantitat, que només apareix un cop hem fet els limits mencionats. Només
utilitzarem la definicié d’evolvent concava.

Considerem x (x) una funcié qualsevol. Llavors, a causa que I'evolvent concava
és una fita inferior de la funcié en quiestid, tenim

_Zx (2:) > ZECC{X (z:)} (66)

A més, com que ECC {x (z;)} és concava (per definicié), utilitzant la defincié de
concavitat d'una funcié tenim

ijiECC{Xuﬂ}zECC{X<iiim>} (67)

=1

Recordem que una funcié és concava en un interval quan el valor de la funcié en
el punt mig d'un interval és menor o igual que la mitjana dels valors de la funcié
en els extrems de l'interval. Aquesta és la idea que hi ha darrera de la desigualtat
(67).

En el nostre cas, on

N? -
co M, e N, x(@) e P @D N) + 5 Y Ui (Rig)| - (68)
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aquest raonament porta a
M

min S0 F (.7, N;) ZNQZ‘U,,,,,,<EJ)‘ -

i=1

— MECC{ FHS (W,T,A]\D ;( ) ﬁj:‘ Umin (Fis)| ¢ (69)

on hem utilitzat

| finalment

(71)

+ M ECC{ FIS: <w,T, J\]D +% (ﬁf% Unin (F:)
1

Jj=

5.3 Limit termodinamic

Ara ja podem aplicar a I'expressié (71) els tres limits que hem aplicat a la seccié an-
terior per a trobar la fita de I'energia lliure de Helmholtz en les condicions que porten
a I'equacié de van der Waals-Maxwell. Hem de comencar pel limit termodinamic,
aixi que dividirem (71) per V i farem el limit terme a terme.

El terme de la banda esquerra de la desigualtat ja I'hem vist:

F(V,T,N,~)

Jim 2 1) (72)

Ara hem de desenvolupar el terme logaritmic. Per mitja de I'aproximacié de Stirling

In(k!) > kInk — k (73)

1 [ NI(M—1)
Vln<(N+M—1)!> =

obtenim

> L (NI N+ (M= 1)In(M—=1)— (N+ M= 1)In(N+M—1)) =
% kT
(74)
lim 0 = lim ki(Nl N+MhhM—-(N+M)In(N+M)) =
V—=oo Voo V
kT (N M v gan - BV
(s+1) (s+1)

:’“BTT <n1n(NfM) + (s—it)dln<N]fM>> —

12



1 In (1+n(s+t)d)
=—kgT |nln|1+ - |+ . (75)
(s+1) (s +1)
Aixi doncs
; In(1+n(s+t)*
f(@T,n,v)>—kgT |nln |1+ ! - |+ ( . ) i
(s+1) (s+1)
+EC’C{( 1 )dFH'S' (w7T,n(s—|—t)d>}+
s+t
o2 (S+t)2d M B
=1

Ara hem de fer el limit del tercer terme de la banda de la dreta. De la mateixa
manera que per |'expressi6 (41), farem

i e 5] = 5 3 o (5) | = 35 5
vise v 2T U )| T B 2 [Pmin e )| T 2 [Fimin (e
(77)
Aixi que finalment
) ] I (140 (s +)7)
f(T,n,y) > —kpgT n1n<1+(s+t)d>+ 1 o) +
1 5 n? (s 4 1)" & ~
+ECC (S_H)dFHS (w,T,n(s—H)d) +2;‘Umm <k1>‘
(78)

5.4 Limit de feblesa del potencial

Ara toca aplicar el limit v — 0, que ens posa en el cas de la interacci6 de llarg abast
perd débil. Tots els termes de la banda de la dreta de I'expressié (78) a banda del
darrer sén independents de v i el terme de la banda de I'esquerra el coneixem:

lim f(T,n,7) = f (T,n,07) (79)

Nomeés ens queda fer el limit del darrer terme de la banda de la dreta. Pero resulta
que ja hem fet el limit d'un terme molt semblant a aquest a I'apartat 4.3. En
aquesta ocasi6 es fa el limit de forma idéntica a com es duu a terme a l'apartat
4.3. Les diferéncies entre aquest cas i I'anterior sén dues. La primera és que ara
estem incloent el terme i = j, que llavors no incloiem. Aquest terme correspon
al terme @ = 0, un cop fet el canvi de discretitzacié de I'espai. | en el limit
~v — 0, aquest terme no contribueix, ja que la interaccié d'un punt amb si mateix
és nul-la. La segona diferéncia prové del fet que ara estem mirant el minim del
potencial d'interaccié. Perd de nou, aquesta diferéncia desapareix quan fem el
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canvi de discretitzacié de I'espai, ja que en una regié infinitament petita de |'espai,
el maxim i el minim d'una funcié en aquella regié coincideixen amb el valor de la
funcié en aquell punt, no té sentit definir-los. Aixi doncs, després de totes aquestes
consideracions, fent el mateix procediment que a I'apartat 4.3, obtenim exactament
el mateix resultat.

Per tant, ara tenim

B 1 In 1+n(s+t)d
f(T,n,0%) > —kpT [ nln (1 + (s+t)d> + ( L ) +
+ECC{(S+t)dFH'S' (w,T,n(s—i—t)d) —omQ} (80)

5.5 Limit d'independéncia de les cel-les construides

Per Gltim hem de fer el limit s — oo. En fer-lo, els termes logaritmics de (80)
desapareixen i acabem tenint

f(T,n70+) ZECC{fH‘S‘ (w,T7n)—an2} (81)

6 Equacié d’'estat de van der Waals-Maxwell

En les dues seccions anteriors hem dut a terme uns calculs que ens han dut a dues
expressions, (50) i (81). Aquestes dues expressions sén les fites superior i inferior de
la densitat d'energia lliure de Helmholtz per al sistema que hem considerat. Resulta
que ambdues fites coincideixen, i aix0 significa que

f(T,n,O+) =ECC {fH'S' (w,T,n) — omQ} (82)

Es a dir, hem aconseguit determinar la densitat d’energia lliure de Helmholtz d'un
sistema del qual no en coneixem la funcié de particié. Aix0 ens permet ara deduir
I'equaci6 d’estat d'aquest sistema, que esperem que sigui I'equacié d'estat de van
der Waals-Maxwell.

6.1 Equacio d’estat de van der Waals

Per trobar I'equacié d’estat, doncs, avaluarem la pressié:

9 af o(4
ron—(), @), (3)  ®
on f = fv= f/n
01 = a‘?z) On = — é) 9, = —n?0, (84)




Abans d’avaluar aquesta expressio introduint-hi la densitat d’energia lliure de
Helmholtz trobada, és convenient fer-ne una interpretacié geométrica que ens servira
per deduir al final la construccié de Maxwell. Considerem la corba fr (n) a T fixada
i anomenem 1 (n) al punt de tall amb I'eix d'ordenades de la recta tangent a f7 (n)
en un cert punt n. L'equacié d'aquesta recta tangent és, doncs

fr (n) = (f’j?i) n+ Qr(n) (86)
T

amb la qual cosa
- of
Qr(n)=f—n <6n> =—-P(n,T) (87)
T

Un cop fet aquest parentesi, podem reprendre el calcul de la pressi6. En la regié
de temperatures i densitats on f7% (w,T,n) — an? és concava

f(T7n,0+) = fHS (w,T,n) — an? (88)
| per tant, en aquesta regid, la pressié del gas de van der Waals és

P (n,T,0") zg%)P(n,T) =n (W) — f(n,T,0%) =
T

oftS (n,T) 9(an?) sy 2 H.S
=n| L—=-2 | —n——-=t — 5 (0, T) + an® = PT5 (T,n) — an?
( on on ! (n, T) (T,n)

T
(89)
El terme PH-5 fa referéncia a la pressié d'un gas format per particules del tipus
esferes dures. Aquesta pressi6 la podem calcular, ja que en aquest cas el gas és de
tipus ideal si considerem que el volum del sistema és el volum extern a les particules.
Si el volum de cada particula és b, llavors simplement
kgT
H.S. B
O (90)
n
que és |'equacié d’estat d'un gas ideal canviant el volum total pel volum accessible
V =V —DbN.
Aixi doncs la pressié del gas de van der Waals és

kT
P (n,T,0") = 2% — an? (91)
que és la coneguda equacié d'estat de van der Waals de I'equacié (1)
(P + %) (v—">) =kpT; a=a (92)

Aquesta equacié d’estat, perd, no és valida per a qualsevol régim de les variables.
L’hem deduit en la regi6 de concavitat de f75 (w,T,n) — an?. Aixo ens defineix
una temperatura critica, T,, tal que per T > T., f75 (w,T,n) — an? és concava i
per tant la pressi6 ve donada per I'equacié de van der Waals. De la mateixa manera
ens defineix una regi6 en la densitat, [ng4, 7], fora de la qual I'equacié d’estat de
van der Waals és valida gracies al fet que fora d’aquesta regi6é f7-5 (w, T,n) — an?
és concava.
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6.2 Construcciéo de Maxwell

Ara hem de veure quina és I'equacié d'estat que sorgeix de la densitat d’energia
lliure de Helmholtz trobada en el régim T' < T, i n € [ng,ny]. Veurem que se'n
dedueix la construccié de Maxwell i la preséncia d’una transicié de fase de gas a
liquid, és a dir, una condensacié.

_ En la regié que estem considerant fHS. (w,T,n) — an? és convexa i, per tant,
f(T,n,07) és el segment que uneix els punts on comenca la regié convexa. Aixi
doncs, el punt de tall Qp (n) és constant en tota aquesta regid, cosa que significa
que la pressi6 és la mateixa V1 € [ng, ny] si fixem la temperatura a un valor T' < T...
Si, a més, veiem que el potencial quimic

4, T) = <g£> (93)
T

és el pendent de fr (n) i, per tant, també és constant en aquesta regid, concloem
que en aquesta regi6 es déna una transici6 de fase que ens porta d'una fase (gasosa)
de densitat n, a una de densitat superior (liquida), n;, a pressié i temperatura
constants. Es a dir, que en general, la regié mencionada és una zona de coexisténcia
de fases.

Ens queda veure que la pressio constant de la qual parlem, P;a,s, és precisament
aquella definida per la construccié de Maxwell. Per aixo cal que, per T' < T, es
compleixi

(P (0,T) — Pryges (T)) d =
/ /

v Ng

ny

(P* (1,T) — Pryans () d (1) 0 (94)

n

on

P*(n,T) = (ndy — 1) ( FHS (n,T) — anz) = (ndy — V) h(n,T)  (95)

és la pressié del gas de van der Waals per a T' > T, quan f és concava respecte

n. Llavors (1)
a(L 1
ng 1
/ (P*(n,T) — Prrans (T)) d (n> =

g

— _/nm %a%h(n,T)d (i) - /nm h(n,T)d (;) - /nm Piransd <711> (97)

g g

La primera de les integrals la podem fer pel métode d'integracié per parts. Si

considerem
/udv = uv — /Udu (98)

uEiﬁduzd(i), dv=0.h(n,T)=v=h(n,T) (99)

llavors hem de prendre

Substituint-ho obtenim

| 01 - Prans (1) (1) )

n
ng
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] () ) [5 -

ng
ng

_ [an (fH.S. (n,T) — anQH '

__ [fH'S' (n, T) —an?®+ Prrans (T)
n

’VLQ
Ng
— () — png) =0 (100)
de manera que ja hem trobat el que preteniem.
Per fer I'avantpendltima igualtat hem de tenir en compte que
pP* (’I’Lg, T) =P* (nlvT) = Pirans (T) (101)

ja que en aquests dos punts, h(n,T) i el segment tangent coincideixen. Llavors,

sabent
P*(n,T)+h(nT)

Suh (n,T) - (102)
podem verificar
[anh(n’T)]Zl _ (nl, >+h(nl7 ) . (nga )+h(n97 ) =
g ny Mg
_ fH.S. (n7T) _ an2 + Ptrans (T) t (103)
n
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