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Preambul

Aquest treball pretén descriure el comportament hidrodinamic dels gels polars actius.
A més, es pretén obtenir les relacions reologiques constitutives d'aquest tipus de
fluids complexos en el régim lineal, en el qual es pot aplicar el procediment sistematic
marcat per la termodinamica dels processos irreversibles.

Els fluids complexos o, el que és el mateix, la matéria condensada tova, sén
una familia de materials que inclou una gran quantitat dels que habitualment tenim
problemes per classificar inequivocament en la categoria de fluids o de solids. De
fet, aquests materials es troben en diverses fases de la matéria a mig cami entre
els solids i els fluids. El treball comenca presentant les principals caracteristiques
i propietats genériques d'aquestes substancies. Tanmateix, la reologia i la hidrodi-
namica dels fluids complexos no es pot abordar des d'una perspectiva general, ja
que son les caracteristiques diferencials de cadascun dels tipus de fluids complexos
el que determina per complet les seves propietats reoldgiques i hidrodinamiques.

Uns fluids complexos de particular importancia sén els diversos materials
bioldgics. En concret, el citoesquelet de les cél-lules eucariotes és un gel format
per macromolécules amb forma de filaments polars. A més, aquests filaments estan
lligats entre ells per altres molécules que actuen com a motors moleculars, convertint
energia quimica en treball mecanic. Aixi, el citoesquelet és un gel polar actiu que,
com a tal, i gracies a I'accié dels motors moleculars, pot fluir espontaniament, sense
necessitat d'una forca externa. De fet, aquest és el mecanisme que utilitza la cél-lula
per desplacar-se. Aixi doncs, amb la motivacié d'entendre la motricitat cel-lular,
governada principalment pel citoesquelet, presentarem una teoria hidrodinamica per
aquest tipus de fluid complex tan peculiar. La hidrodinamica dels gels polars actius,
perd, pel fet d'estar construida Gnicament en base a les simetries del fluid, no es
restringeix a la descripcié de la dinamica del citoesquelet siné que pot descriure el
flux de qualsevol altra substancia que tingui aquestes mateixes simetries.

Per abordar el problema de la hidrodinamica i la reologia dels gels polars
actius amb garanties hem de conéixer abans la hidrodinamica i la reologia del seu
sistema passiu equivalent. Aquest sistema, pel fet de ser passiu, no tindra la capa-
citat de fluir espontaniament, perd com que compartira les simetries amb el sistema
actiu, les equacions que en governin la hidrodinamica tindran la mateixa forma. El
fluid format per molécules amb forma de filaments sense cap més restriccié que
aquesta son els cristalls liquids nematics. Estudiarem, doncs, la hidrodinamica i la
reologia d'aquests materials, que ja tenen un gran interés per si mateixos, abans
d’encarar I'estudi dels gels polars actius. Per afegir I'ingredient de I'activitat al siste-
ma passiu utilitzarem el marc ofert per la termodinamica dels processos irreversibles.



CAPITOL 1

Introduccié als fluids complexos

Aquest primer capitol es dedica a presentar les propietats genériques dels fluids
complexos, és a dir, aquelles propietats que els diferencien de la resta de substancies
i que, per tant, els defineixen.

Els fluids complexos o matéria condensada tova sén aquelles substancies amb
propietats intermédies entre les d'un liquid simple i les d'un solid cristal-li. Aquests
materials formen fases de la matéria que no corresponen ni a la fase fluida d'un
liquid, en la qual es perden totalment les correlacions de llarg abast, ni a la fase
cristal-lina, en la qual trobem una correlaci6 total a distancies llargues. El fet que
aquestes substancies formin fases a mig cami entre la fluida i la cristal-lina fa que les
seves propietats macroscopiques també es trobin a cavall de les que habitualment
mostren els solids cristal-lins o els liquids.

Aixi, les propietats mecaniques dels fluids complexos sovint no es poden
descriure Gnicament amb una viscositat 0 amb un modul elastic, siné que cal una
combinacié d’ambdés fenomens. Es a dir, un fluid complex habitualment no fluira
en preséncia de qualsevol minim esfor¢ de cisalla com ho fa un fluid ni tampoc
sera capac de resistir-lo permanentment com ho faria un solid cristal-li. Aixi doncs,
molts fluids complexos sén viscoelastics; resisteixen com un solid durant els primers
instants d’aplicacio de I'esforc de cisalla perd acaben fluint com un fluid. Com que la
viscoelasticitat és un fenomen molt estés entre els fluids complexos i, en particular,
és una de les principals caracteristiques dels gels, I'estudiarem breument a la seccié
1.3.

Una altra propietat dels fluids complexos que no correspon ni a un solid
cristal-li ni a un fluid simple és el seu ordre direccional. Mentre que els cristalls poden
ser anisotrops, els fluids simples classics sén isotrops. Alguns fluids complexos, pero,
malgrat ser capagos de fluir com un fluid, tenen propietats mecaniques anisotropes
com ho podrien ser les d'un cristall.

Aixi doncs, comencarem per intentar delimitar I'ambit dels fluids complexos;
a la seccié 1.1 donarem les caracteristiques comunes a totes les substancies classi-
ficables com a fluids complexos. De certa manera, aixd serveix com a definicié més
precisa d'aquestes substancies. A la seccié 1.2 llistarem alguns dels mecanismes que
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poden dur a una substancia a tenir les propietats propies d'un fluid complex i en
donarem exemples.

1.1 Caracteristiques definitories

1.1.1 Escales de longitud mesoscopiques

La primera caracteristica de qualsevol fluid complex és la rellevancia de les escales
de longitud mesoscopiques, intermédies entre les de nivell atdomic (microscopiques)
i les del sistema sencer (macroscopiques). Tipicament els constituents rellevants
d'un fluid complex, com les particules col-loidals o les cadenes polimériques, tenen
longituds de I'ordre del micrometre, molt majors que les atomiques i molt menors
que les del sistema. Aixd permet descriure el sistema amb models de gra gruixut
(coarse-grained models) que permeten obviar els detalls microscopics del sistema.
Aixd déna lloc al fenomen de la universalitat, ja que molts dels aspectes del com-
portament d'aquestes substancies no dependran exactament de la seva composicié
microscopica siné només de com interaccionin i s'estructurin els seus components
basics a escala mesoscopica. Per exemple, les propietats d'un gel poliméric no
depenen de quina sigui la composicié quimica del mondmer que forma la cadena
polimérica siné tunicament del fet que les molécules polimériques siguin estructures
llargues, flexibles i que no es poden creuar entre elles.

1.1.2 Fluctuacions térmiques

Malgrat que les estructures dels fluids complexos siguin de mides tipiques majors
que les atomiques, segueixen sent prou petites per ser fortament afectades per les
fluctuacions térmiques. Aixi doncs, una part del moviment dels components de
qualsevol fluid complex sera d’origen brownia ja que I'escala d’energia térmica sera
comparable a les escales de les energies de Iligam entre aquests components i, per
tant, sera capac d’afectar-los provocant distorsions en la seva estructura. D’aquesta
manera, la descripcié del moviment d’un fluid complex no es podra fer a nivell de les
estructures basiques que el formen siné que se n'haura de fer una descripcié hidrodi-
namica que mitjani el component aleatori del moviment i posteriorment estudiar-ne
les fluctuacions al voltant de la mitjana.

1.1.3 Autoorganitzacié

La darrera caracteristica definitoria dels fluids complexos és la que els atorga el nom.
Es tracta de la tendéncia dels fluids complexos a autoorganitzar-se. En part gracies
a la importancia del moviment brownia d’origen térmic, que evita I'estancament
del sistema en estats metastables, la majoria dels sistemes de matéria tova sén
capacos d’assolir un estat d’equilibri. Tanmateix, sovint I'estat de menor energia
lliure d’un fluid complex dista forca del tipic estat uniforme dels fluids simples. El
balanc dels termes energétic i entropic de I'energia lliure, F' = U — T'S, acostuma
a ser subtil a I'escala mesoscopica, i aquest fet porta a |'aparicié espontania d’es-
tructures complexes que satisfan el requeriment de minimitzacié de I'energia lliure.
Aquestes estructures generades espontaniament poden formar-se a nivell molecular
o estendre’s jerarquicament a nivells superiors si les molécules s'ordenen per formar
estructures supramoleculars com les micel-les o membranes, que al seu torn també

REOLOGIA DE FLUIDS COMPLEXOS. HIDRODINAMICA DELS GELS POLARS
ACTIUS



CAPITOL 1. INTRODUCCIO ALS FLUIDS COMPLEXOS 3

es poden autoorganitzar. Mentre que la denominacié “matéria tova” fa referéncia a
les propietats mecaniques d'aquests tipus de substancies, la denominacié de “fluids
complexos” sorgeix de la citada capacitat d'autoorganitzacié que porta a estats
d’equilibri altament estructurats en comparacié amb els dels fluids simples.

1.2 Mecanismes de complexitat

1.2.1 Multicomposicid

La preséncia de diverses espécies en un fluid pot donar lloc a patrons d’ordenacié
entre ells. A les variables termodinamiques de qualsevol sistema hidrostatic ara
s’hi afegeixen les concentracions de cadascuna de les espécies, fet que fa que el
diagrama de fases de la substancia pugui esdevenir molt complicat, aixi com la
forma de I'energia lliure del sistema. En particular hi pot haver una competicié
entre diferents fendmens com ara la condensacié o la separacié de fases que pot
resultar en comportaments complexos.

1.2.2 Interaccions electrostatiques

Els fluids ionics involucren la preséncia de com a minim dues espécies quimiques
d’ions de carrega oposada que interactuen entre ells a través de la interaccié elec-
trostatica coulombiana, que és de llarg abast. Aquest fet fa els efectes col-lectius
siguin de gran rellevancia en aquests fluids, donant lloc a efectes tals com I'apan-
tallament de Debye de les interaccions electrostatiques, conseqiiéncia novament de
la formacié d’estructures més complexes que les dels fluids simples.

‘ﬁ‘é+

5+ 6- -,
o- . o+
o+
5+

[ o+

Figura 1.1: Solvatacié d'un catié de sodi en aigua. Imatge extreta de [11].

Els fluids idnics més comuns sén els electrolits, en els quals un cristall idnic
es dissol en un fluid simple, el solvent, habitualment aigua. El cristall es dissocia
en anions i cations en preséncia del solvent a causa de |'augment de la constant
dieléctrica del medi, que disminueix la intensitat de les interaccions electrostatiques
entre els ions. Aixi doncs, el sistema compensa |'augment d'energia interna (dismi-
nuci6 del lligam) amb I'augment d'entropia que suposa la disgregacié del cristall,
minimitzant aixi I'energia lliure F = U — T'S. En I'estructura de les dissolucions
idniques no només hi intervé la interaccié electrostatica entre els ions siné que, si el
solvent és polar com I'aigua, també cal tenir en compte la interaccié entre els ions
i els dipols eléctrics, que déna lloc als fendomens de solvatacié (figura 1.1). Un altre
tipus de fluids idnics sén els metalls liquids.

REOLOGIA DE FLUIDS COMPLEXOS. HIDRODINAMICA DELS GELS POLARS
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1.2.3 Anisotropia molecular

Si les molécules d'un fluid no sén esfériques sin6 anisotropes, el fluid pot formar, a
banda de la fase fluida isotropa, fases anisotropes a escala macroscopica. L'aparicié
d'aquestes fases anisotropes és deguda a |'anisotropia de les interaccions moleculars
de volum exclds, que tendeix a alinear i ordenar les molécules del sistema fins a
provocar una transicié de fase a temperatures prou baixes o concentracions prou
altes. Aquestes fases s’anomenen cristalls liquids, ja que sén fluides com els liquids
perd tenen les propietats d'anisotropia propies d'alguns cristalls. Com que aquestes
fases estan més ordenades que la d'un fluid isotrop perd menys que la d'un solid
cristal-li, es troben d’alguna manera a mig cami entre ambdues i s'anomenen me-
sofases. Les molécules anisotropes que les formen, per la seva banda, s'anomenen
molécules mesogéniques. Novament, I'autoorganitzacié d'aquestes substancies pot
ser molt complexa i, de fet, hi ha diverses fases liquidocristal-lines (figura 1.2) se-
gons el grau d'ordenacié i de complexitat de la seva estructura, és a dir, segons
si s6n més properes a la fase isotropa (totalment desordenada) o a la cristal-lina
(totalment ordenada).

Figura 1.2: Diferents fases formades per molécules mesogéniques. S’hi distingeixen
la fase isotropa, dues mesofases (anomenades, respectivament, nematica i esmécti-
ca) i la fase cristal-lina. Imatge extreta de [2].

Les propietats dels cristalls liquids sén molt ben enteses i aprofitades a I'ac-
tualitat. Les pantalles LCD aprofiten la capacitat de polaritzacié d'aquestes subs-
tancies quan se'ls apliquen camps eléctrics o magnétics. En destaquen especialment
tant les propietats Optiques (birrefringéncia) com les propietats mecaniques (visco-
elasticitat). Estudiarem els aspectes reologics de les mesofases en més detall en els
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segiients capitols ja que els gels polars actius en constitueixen una.

1.2.4 Flexibilitat macromolecular

Els fluids formats per macromolécules també acostumen a ser complexos en part
a causa de la flexibilitat d’aquestes. Contrariament a les molécules mesogeéniques,
que acostumen a ser forca rigides, les molécules molt grans acostumen a ser molt
flexibles. Aix0 fa que el nombre de configuracions intramoleculars sigui enorme,
convertint la propia macromolécula en un objecte estadistic. Habitualment, sén els
conjunt de molécules que formen una substancia el que tractem estadisticament,
perd en aquest cas fins i tot les propies molécules s'hi han de tractar. Aixo fa
que aquestes puguin mostrar propietats com ara I'autosimilitud o invariancia d’es-
cala (figura 1.3), fet que és suficient per fer aparéixer la complexitat fins i tot en
dissolucions molt diluides de macromolécules. En dissolucions més concentrades
apareixeran, a més, els efectes col-lectius entre les macromolécules. L’embranca-
ment d’origen fisic o quimic entre aquestes macromolécules és el que déna lloc al
que anomenem gels.

Figura 1.3: Estructura d’'una macromolécula flexible. Se'n destaca I'autosimilitud o
invariancia d’escala. Imatge extreta de [2].

L'exemple per excel-léncia d'aquest tipus de macromolécules sén els poli-
mers lineals, que sén cadenes de milers de monomers enllacats quimicament. Les
propietats mecaniques d’'aquestes substancies destaquen especialment, com podem
comprovar en la nombrosa gama de plastics que ens envolta. La complexitat en-
cara pot augmentar si considerem els copolimers, en els quals la cadena polimérica
esta formada per diferents tipus de monomers, o els polielectrolits, en els quals els
monomers tenen carrega eléctrica. Exemples rellevants d’aquests dltims poden ser
les proteines (copolimer), agregats de diversos tipus d'aminoacids, o I'’ADN (polie-
lectrolit). Ambdés juguen un paper molt important en la complexitat biologica.

REOLOGIA DE FLUIDS COMPLEXOS. HIDRODINAMICA DELS GELS POLARS
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1.2.5 Anfifilia

Algunes molécules, habitualment de gran mida, tenen zones amb diferent funciona-
litat quimica que afavoreix en gran mesura la formaci6é d’agregats supramoleculars,
és a dir, 'autoorganitzacié que, com hem vist, és una de les caracteristiques dels
fluids complexos.

WOELE ;N(V,ERTE‘“{.“Q%E#%{QS{P%
e
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Figura 1.4: A dalt a I'esquerra, una micel-la esférica formada per molécules anfi-
filiques; a dalt a la dreta, micel-les esfériques invertides; a baix a I'esquerra, una
bicapa de molécules anfifiliques; a baix a la dreta, una vesicula formada per bicapa
tancada sobre si mateixa, que és el prototip de les membranes cel-lulars. En tots els
casos, els cercles representen les puntes hidrofiles mentre que les linies representen
les cues hidrofobes. Imatge extreta de [11].

L'exemple més rellevant d’aquest tipus de substancies sén les molécules anfi-
filiques o amfipatiques, que sovint actuen com a tensioactius o surfactants. Aquestes
molécules tenen una punta polar i una o diverses cues apolars. La punta polar és
hidrofila, mentre que la cua apolar és hidrofoba. Aixo fa que aquestes substancies,
en ser dissoltes en aigua, formin unes estructures anomenades micel-les (figura 1.4)
que consisteixen en agregats esférics o cilindrics d’aquestes molécules amb les cues
hidrofobes a l'interior, protegides de I'aigua, i les puntes hidrofiles a la superficie.
També es poden formar estructures amb forma de bicapa, que constitueixen les
membranes biologiques més simples possibles.

En cas que les molécules anfifiliques estiguin en preséncia d’interfases entre
dos fluids immiscibles, s’adheriran espontaniament a aquestes interfases. Aquesta
adhesié és el que es coneix com a comportament tensioactiu o surfactant d'aquestes
substancies que, d'aquesta manera, redueixen de manera efectiva la tensié superficial
entre ambdues fases fluides, permetent la creacié d'emulsions (figura 1.5). Molts
detergents es basen en aquest principi per tal d’incorporar els greixos a I'aigua i aixi
endur-se’ls de la superficie que es vulgui netejar.
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Figura 1.5: Efecte tensioactiu de les molécules anfifiliques. La maionesa és una
emulsié d'oli en aigua (vista en un microscopi de 100 augments a la imatge de
I'esquerra). La tendéncia d’aquestes substancies a separar-se en fases diferents
(immiscibilitat, imatge superior dreta) és evitada gracies a I'acci6 tensioactiva de
la lecitina (imatge inferior dreta), una molécula anfifilica present al rovell de I'ou.
Imatge extreta de [19].

1.2.6 Multifasicitat

Un dels mecanismes més habituals pel qual un fluid adquireix complexitat és la
multifasicitat. Un fluid que conté diverses fases, sovint en dominis de mides mesos-
copiques, pot arribar a ser altament heterogeni, fet que li pot conferir les caracteris-
tiques tipiques d'un fluid complex. També el fet que les diverses fases coexisteixin
formant dominis fa que la relacié entre la superficie de contacte entre elles i el seu
volum sigui molt gran. Aixd provoca que les propietats interficials dominin el sis-
tema contrariament al que passa en els fluids simples, on les propietats superficials
acostumen a ser negligibles davant de les volimiques.

Els fluids multifasics més habituals sén aquells en els quals coexisteixen dues
fases, és a dir, les mescles binaries o col-loides. Segons les fases que coexisteixen
i la seva disposicié6 podem distingir els tipus de col-loides que apareixen a la taula
1.1.

REOLOGIA DE FLUIDS COMPLEXOS. HIDRODINAMICA DELS GELS POLARS
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Fase Fase ..y
. . Denominacié Exemples
continua | dispersa
Gas Gas Sempre miscibles
- . Boira
Gas Liquid Aerosol liquid Laca (esprais liquids)
Gas Solid Aerosol solid Fum
Liquid Gas Escuma Escuma d'afaitar
Nata muntada
Llet
Liquid Liquid Emulsié Maionesa
Crema de mans
Pintura
. . Sol, suspensid, Tinta
Liquid Solid dispersié, pasta Pasta de dents
Sang
Solid Gas Escuma solida Poliestire exparld|t R
Escuma de poliureta
Gelat
0 L o Formatge
Solid Liquid Emulsié solida, gel Gelatina
Opal
Plastic pigmentat
0 o Sol solid, Perla
Solid Solid suspensi6 solida Rubi
Vidre

Taula 1.1: Denominacié i exemples dels col-loides segons la fase dispersa i la fase
continua.

1.3 Viscoelasticitat lineal. Model de Maxwell

En aquesta seccié construirem el model més simple possible per la viscoelasticitat
d'un material. Es tracta de plantejar una relaci6 lineal entre I'esfor¢ i la deformacié.
Aixd també és el que es fa en els models d’elasticitat lineal i de viscositat lineal
respectivament pels solids cristal-lins i pels fluids newtonians. Ara, perd, haurem de
connectar els dos comportaments, i la forma en la qual es connectaran, la funcié que
proporcionara la relaxacié des d’'un comportament fins a I'altre, sera el que carac-
teritzara el model de viscoelasticitat lineal utilitzat. El més habitualment utilitzat
és el model de Maxwell, i és el que presentarem aqui.

1.3.1 Linealitat reoldgica i relaxacié viscoelastica de I'esforc

Comencem considerant un solid istotrop i elastic al qual a l'instant ¢ se li provoca
sobtadament una deformacié de cisalla (distorsié) infinitesimal al llarg de I'eix &
definida per un angle ~ (figura 1.6). Llavors, una molécula originalment situada
al punt (z,y,z) passara a trobar-se al punt (z +ytan~v,y,2) = (x + yv,y,2).
Aquesta deformacié provoca |'aparicié instantania i permanent d'un esforc de cisalla,
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o, que sera proporcional a I'angle de deformacié si aquest és prou petit:
o =Gy, (1.1)

on G és el modul elastic de cisalla del solid.

Ax
i _,JF
P ._I A /
/ll/ // .
| / 2y
Fakagl f
B - —
i y

Area A

Figura 1.6: Deformacié de cisalla (distorsi6). A la imatge, 6 = v i F = 0 A. Imatge
extreta de [15].

Ara bé, si el material no és un solid perfectament elastic siné que té un com-
portament viscoelastic, aquest comencara a fluir, amb la qual cosa I'esfor¢ dismi-
nuird (figura 1.7). Recordem que els fluids newtonians sén aquells que no presenten
resisténcia als esforcos de cisalla, motiu pel qual sempre flueixen en preséncia d'un
esforc d’aquest tipus. Aixi doncs, com que |'esforc que presenta un fluid newtonia
sotmés a una deformacié de cisalla constant és nul, esperem que en un material de
propietats intermédies entre les d'un solid elastic i les d'un fluid newtonia sotmés a
una deformaci6 de cisalla I'esfor¢ disminuexi progressivament des del valor corres-
ponent al solid elastic fins al valor corresponent al fluid newtonia a mesura que el
material comenci a fluir. Llavors, podem expressar I'esforc a l'instant ¢t + T segons

o(t+T)=Gyf(T); f0)=1, (1.2)

on f (T) és I'anomenada funcié de relaxacié de I'esforg, que ha de ser mondtonament
decreixent.

Considerem ara que la deformacié que apliquem al material evoluciona en el
temps. Llavors, entre els instants de temps ¢/ = t—T i t'+dt' = t—T+dT, ambdés
anteriors a ¢t (T>0), I'angle de deformaci6 varia en una quantitat dvy (t'). Aquest
canvi en |'angle de deformacié genera el corresponent canvi instantani en I'esforc,
do (t'), del qual una fraccié f (T) = f (t — t') romandra un cop arribats a l'instant
t. Aixi doncs, el canvi de I'esforc a l'instant ¢ degut al canvi de la deformacié a
I'instant anterior ¢’ és

do(t)=f(t—t)do(t)=Gf(t—t)dy({). (1.3)

REOLOGIA DE FLUIDS COMPLEXOS. HIDRODINAMICA DELS GELS POLARS
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shear
strain
Y
0 -
t time
stress
Gy
GYRtD
0
! t+ T time

Figura 1.7: Relaxacié de I'esfor¢ de cisalla en un material viscoelastic sotmés a una
deformaci6 de cisalla constant. Imatge extreta de [3].

Si ara volem saber l'esfor¢ a l'instant ¢ només hem de sumar les contribucions
acumulades durant tots els instants anteriors:

y(t)
o (t) :G/ Ft—=t)dy(t). (1.4)
0
Utilitzant
dy (V) = 4 (1) dt’ (15)
obtenim
t e}
s0)=G [ y@) -ty =6 [ Ge-T)i@ar 1)
oo 0
on hem considerat que la deformacié era nul-la a I'instant ¢ = —o0, v (—00) = 0.

1.3.2 Limits elastic i viscos

Definim ara el temps de relaxacié viscoelastica, 7, segons

r= /Ooof(T) dT, (1.7)

que déna una idea de la velocitat de relaxacié de I'esforc, és a dir, del temps que
tarda el material a deixar de comportar-se com un solid elastic i passar a comportar-
se més aviat com un fluid. Llavors, I'expressié (1.6) es pot interpretar facilment en
dos limits. Considerem que el ritme de canvi de la deformacié és molt més rapid que
no pas la relaxacié viscoelastica del material, és a dir, que el temps tipic de canvi de

REOLOGIA DE FLUIDS COMPLEXOS. HIDRODINAMICA DELS GELS POLARS
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I'angle de deformacié és molt menor que 7. En aquest cas podem aproximar (1.6)

per
t

sO~GIO) [ AW =G ()= (-0) =Gy, (18)
— 00

Aquest resultat és precisament la relacié reologica d'un solid elastic amb la qual
haviem iniciat la discussid, on simplement ara s’hi contempla la dependéncia tem-
poral. Aixi doncs, en el limit en el qual les deformacions es produeixen en escales
de temps molt més curtes que el temps de relaxacié, el material viscoelastic es
comporta basicament com un solid elastic.

Ara podem considerar el limit contrari, en el qual el temps caracteristic de
canvi de la deformaci6é és molt més gran que el temps de relaxacié viscoelastica.
Llavors podem aproximar (1.6) per

o(t)%G‘y(tO)/Ooof(T)dTGTf'y(t). (1.9)

Aquest resultat és ara la relacié reologica d'un fluid newtonia, on la constant de
proporcionalitat entre I'esforc i el ritme de deformaci6 és la viscositat, 7, que podem
identificar com

n=Gr. (1.10)

Tal com era d'esperar, doncs, veiem que el comportament del material viscoelastic
és el d'un fluid newtonia quan les deformacions que se li apliquen varien en escales
de temps molt més llargues que el temps de relaxacié.

1.3.3 Model de Maxwell

Ara bé, per determinar la resposta del material a temps intermedis, on no siguin
valids cap dels dos limits anteriors, hem de donar una forma explicita a la funcié de
relaxacié f (T'). Aquest és el punt on és necessaria la modelitzacié del material, i
el model més estés pels materials viscoelastics és el model de Maxwell, que suposa
una relaxacié exponencial

f(T)=e"T/7, (1.11)
Amb aquest model, la relacié reologica s'escriu com
t
o (t) :G/ Aty e (=) /gy (1.12)

Una generalitzacié d'aquest model consisteix en considerar I'existéncia d’u-
na col-lecci6 de modes de relaxacié, cadascun d’ells amb un temps de relaxacio
caracteristic diferent, 7,,. D'aquesta manera

f(1) = i ape” " Y e, = 1, (1.13)
n=1

on els coeficients a,, sén els pesos relatius de cada mode de relaxacié.

Per altim, podem escriure |a relacié reologica de la viscoelasticitat lineal de
forma diferencial enlloc d’integral. Per fer-ho simplement hem de derivar |'expressi6
(1.6) respecte el temps:

5 (1) =G(/ W)f(t—t')dt’+w<t>f<o>), (1.14)

— 00
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on hem utilitzat la regla de Leibniz. Si ara particularitzem aquesta expressié pel
model de Maxwell obtenim

s(t)=G (1/ 4y e () gy +"y(t)) = f%J(t) +Gy(t), (1.15)

— 00

que podem reexpressar com

& () + %a (t) = G4 (t). (1.16)
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CAPITOL 2

Hidrodinamica i reologia dels cristalls liquids nematics

Després d’haver introduit les caracteristiques principals dels fluids complexos en el
capitol anterior, en aquest capitol estudiarem la dinamica i la reologia d'un d’ells.
L'objecte d'estudi seran els cristalls liquids i, en particular, els cristalls liquids nema-
tics, ja que els gels polars actius comparteixen bona part de les seves simetries amb
aquesta fase. Comencarem per introduir i classificar els cristalls liquids. Posterior-
ment ens centrarem (nicament en la fase nematica i n'estudiarem el comportament
mecanic en situacions estatiques, és a dir, la seva elasticitat, abans d’abordar final-
ment la seva hidrodinamica.

2.1 Tipus de cristalls liquids. Mesofases

En aquesta primera secci6 definirem els cristalls liquids i els classificarem segons tres
criteris, que correspondran a cadascun dels tres apartats d'aquesta seccié.

Figura 2.1: Estructura de les fases nematiques calamitica (esquerra) i discotica
(dreta). Imatge extreta de [16].
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Els cristalls liquids sén fluids complexos a causa de I'anisotropia de les molé-
cules que els conformen, que provoquen una anisotropia també a nivell macroscopic.
Aixi doncs, segons la classificacié dels fluids complexos respecte el mecanisme que
els aporta la complexitat que hem fet a la secci6 1.2, els cristalls liquids s’emmar-
carien a la categoria d'anisotropia molecular, corresponent a l'apartat 1.2.3. Tal
com s'ha explicat en aquest apartat, els cristalls liquids s6n, doncs, mesofases, i
les molécules que els constitueixen s'anomenen molécules mesogéniques. Tal com
veurem a l|'apartat 2.1.3, I'anisotropia molecular pot no ser I'inic mecanisme de
complexitat dels cristalls liquids, siné que de vegades es pot combinar amb I'anfifilia
i la multicomposicié. També existeixen cristalls liquids polimérics, on part de la
complexitat I'aporta la flexibilitat macromolecular.

2.1.1 Ordre posicional i orientacional

Els cristalls liquids es diferencien a nivell microscopic dels fluids isotrops i dels solids
cristal-lins a causa de I'ordre posicional i orientacional que tenen les seves molécules.
A la taula 2.1 es mostren les diferents fases de la matéria que trobem segons I'ordre
posicional i orientacional de les estructures que formen les seves molécules.

Ordre posicional
si parcial | no
Ordre si | solid cristal-li cristall liquid
orientacional no | cristall plastic | vidre |ﬂuid isotrop

Taula 2.1: Classificacié de les fases de la matéria segons la preséncia o abséncia
d’ordre posicional i orientacional en els seus components.

Si considerem en primer lloc 'ordre posicional de les diverses fases de la
matéria, els solids cristal-lins sén les estructures que presenten el maxim ordre po-
sicional possible, ja que les seves molécules estan posicionades en els nusos d'una
xarxa de forma permanent. Habitualment, les molécules que formen un solid cris-
tal-li sén aproximadament esfériques i, per tant, isotropes. Quan un cristall com
aquest s'escalfa, I'energia térmica acaba sent major que el lligam entre les molécu-
les i I'ordre posicional establert per les interaccions s'acaba perdent. Llavors, hem
liquat el solid cristal-li en un fluid isotrop.

Figura 2.2: Estructura de la fase nematica biaxial. Imatge extreta de [16].
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Considerem ara pero, un solid cristal-li format per molécules anisotropes, és
a dir, mesogéniques. En aquest cas, en la fase cristal-lina, les molécules també
hauran de tenir ordre orientacional, és a dir, estan alineades d'alguna manera. En
escalfar una substancia com aquesta, es pot perdre abans I'ordre orientacional que
el posicional, de manera que les molécules deixarn d’estar alineades perd seguiran
estatiques en els nusos d'una xarxa. Llavors, la substancia ha deixat d’estar en la
fase cristal-lina per passar a ser un solid plastic, una fase de la matéria caracteritzada
per l'ordre posicional pero I'abséncia d'ordre orientacional.

i

.Zo Oo [ X I

g

Figura 2.3: Estructura de les fases esméctica A termotropica (esquerra), amb el
corresponent perfil periddic de la densitat, i liotropica L, (dreta). Imatge extreta
de [16].

Figura 2.4: Estructura de la fase esméctica C. Imatge extreta de [16].

Perd també pot succeir que en un solid cristal-li mesogénic sigui més potent
la part de la interaccié que manté |'alineament de les molécules que no pas la que en
manté la posicié. Llavors, en escalfar el solid cristal-li es perdra en primer lloc |'ordre
posicional. En aquest cas, la fase resultant és la que s'anomena cristall liquid, que
es caracteritza per tenir ordre orientacional perd no tenir ordre posicional. De fet,
aquest ordre posicional es pot perdre només parcialment, donant lloc a diferents
fases liquidocristal-lines.
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Figura 2.5: Estructura de la fase columnar hexagonal termotropica (esquerra). Les
distancies intermoleculars sén aleatories al llarg de les columnes mentre que estan
fixades per la xarxa hexagonal en el pla normal a elles. Seccié normal de I'estructura
de la fase columnar hexagonal liotropica (dreta), formada per micel-les cilindriques.
Imatge extreta de [16].

Tant en el cas d'un cristall plastic com en el d'un cristall liquid, si els escalfem
prou arribarem a perdre per complet qualsevol tipus d'ordenacié de les molécules,
arribant finalment a la fase de fluid isotrop. De fet, encara hi ha una altra fase de la
matéria intermitja entre els fluids i els solids cristal-lins pel que fa a I'ordenacié de
les seves molécules. Es tracta dels vidres, que no sén més que liquids sobrerefredats.
Un vidre s'obté refredant un fluid prou rapidament com per qué les seves molécules
no tinguin temps de col-locar-se correctament en els nusos de la xarxa corresponent
al solid cristal-li ni d’orientar-se en una Gnica direccié. Pero en estar per sota de la
temperatura de fusié, les molécules d’un vidre, malgrat no formar una estructura
cristal-lina, estan en posicions fixades, localitzades. Aixi doncs, no sé6n ni un solid
cristal-li ni un fluid, on la posicié de les molécules no és fixa. En aquest sentit, els
vidres tenen un ordre posicional parcial, ja que no tenen |'ordenacié reticular d'un
solid perd tampoc tenen la deslocalitzacié posicional d'un fluid. Aixi doncs, cal
remarcar que |'ordre posicional parcial dels vidres és qualitativament diferent que
els dels cristalls liquids.

Grau d’ordenacié posicional ‘ Fase liquidocristal-lina

cap nematica
unidimensional esméctica
bidimensional columnar

Taula 2.2: Classificacié de les fases liquidocristal-lines segons el seu grau d'ordre
posicional.

Centrem-nos ara en els cristalls liquids®. En aquestes fases, I'ordre posicional
no pot ser complet com en un solid cristal-li perd tampoc ha de ser necessariament

1Una classificacié de les fases liquidocristal-lines i la seva nomenclatura es pot trobar a la taula
1.1 de [23] i a la taula 4.2 de [4].
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inexistent. Aixi doncs, distingim entre diferents fases liquidocristal-lines segons el seu
grau d’ordenaci6 posicional (veure taula 2.2). La fase que ha perdut completament
I'ordre posicional s'anomena fase nematica (figures 2.1 i 2.2, on en la darrera figura
les molécules sén anisotropes en dues direccions, formant un cristall liquid nematic
biaxial). En canvi, la fase que manté I'ordre posicional en una direccié s'anomena
fase esméctica (figures 2.3i 2.4, on en la segona figura, a diferéncia de la primera,
la direccié d'orientacié de les molécules no és la mateixa que la direccié en la
qual es manté I'ordre posicional), mentre que la fase que manté |'ordre posicional
en dues direccions s'anomena fase columnar (figura 2.5). Quan I'ordre posicional
esdevé tridimensional (el maxim possible), la substancia mesogénica deixa d'estar
en una fase liquidocristal-lina per passar a estar en una fase cristal-lina (figura 2.6).
Tanmateix, algunes fases cristal-lines de substancies mesogéniques amb nombroses
propietats propies dels cristalls liquids sovint es classifiquen també com a fases
liquidocristal-lines, de les quals en sén un exemple les famoses fases blaves.

Figura 2.6: Estructura de la fase cristal-lina liotropica amb xarxa cibica centrada
al cos (BCC). Imatge extreta de [16].

2.1.2 Geometria i simetria molecular

El segon criteri de classificacié dels cristalls liquids és la geometria de les seves
molécules anisotropes i les seves simetries. En primer lloc, una molécula anisotropa
ho pot ser al llarg d'un sol eix o bé al llarg de dos eixos (figures 2.1 i 2.2). Si ens
centrem en el cas més habitual en el qual les molécules anisotropes ho sén al llarg
d’un sol eix, aquestes poden tenir forma de basté o bé forma de disc segons siguin
més llargues o més curtes en |'eix anisotrop que en els altres dos. Els cristalls liquids
formats per molécules mesogéniques amb forma de basté s'anomenen calamitics,
mentre que els formats per molécules amb forma de disc s'anomenen discotics (figura
2.1). Pel que fa a la simetria, les molécules constituents d'un cristall liquid poden
no tenir cap més simetria definida o bé tenir, a més, simetria quiral® (figures 2.7 i
2.8) o simetria polar, que sera el cas dels gels polars actius. La fase nematica quiral
s'anomena fase colestérica (figura 2.7).

2Una classificacié de les fases esméctiques no quirals i de les fases liquidocristal-lines quirals i
la seva nomenclatura es pot trobar a les taules 1.2 i 1.3 de [4], respectivament.
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Figura 2.7: Estructura de la fase colestérica. Imatge extreta de [16].

Figura 2.8: Estructura de la fase esméctica C* (quiral). Imatge extreta de [16].

2.1.3 Mecanisme de la transicié de fase

El tercer i altim criteri de classificacio dels cristalls liquids fa referéncia al mecanisme
de la transici6 de fase que porta a la seva aparicié. Podem distingir els cristalls liquids
termotropics, en els quals la transicié de fase s'aconsegueix mitjancant variacions
de la temperatura, i cristalls liquids liotropics, en els quals la transicié de fase
s'aconsegueix mitjancant variacions de la concentracié (figures 2.3 i 2.5). Sovint
les fases liotropiques son dissolucions, de manera que, a banda de la font habitual
de complexitat en els cristalls liquids, s'hi afegeix la de la multicomposicié i, moltes
vegades, I'anfifilia.

2.2 Teoria de l'elasticitat de Frank-Oseen-Zocher

Després d’haver vist els tipus de cristalls liquids a la seccié anterior, en aquesta ja
ens centrarem en |'estudi de la fase nematica. Concretament, desenvoluparem una
teoria per |'elasticitat d'aquests cristalls liquids que tindra en compte I'alineament
de les seves molécules. Les propietats elastiques de la fase nematica que deduirem
en aquesta seccio6 les utilitzarem després a les seccions segiients per caracteritzar-ne
I'estat d'equilibri i el flux.
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2.2.1 Caracteritzacid de la fase nematica

Hem de comencar per caracteritzar la fase nematica en funcié de les seves propietats i
simetries, que hem descrit a la seccié anterior. Segons les classificacions dels cristalls
liquids que hem fet, la fase nematica no té cap mena d'ordre posicional perd, com
totes les fases liquidocristal-lines, si que té ordre orientacional. Aixi doncs, gracies
a les interaccions de nucli dur o volum exclds, les molécules tendeixen a alinear-se
en una direccié. La direccié mitjana en la qual s'alineen les molécules d’un cristall
liquid nematic vindra donada per un vector 7, anomenat director. Llavors, totes
les propietats del cristall liquid tindran simetria rotacional al voltant de la direccié
marcada pel director 7.

Tanmateix, la direccié del director no és rellevant, siné que ve dictada per
forces menors com ara les interaccions del contorn del cristall liquid, és a dir, per
les condicions presents a les interfases que el separen del seu contenidor o del seu
entorn. Aquesta és la tipica situacié de trencament de la simetria rotacional, que
també succeeix, per exemple, en els solids ferromagnétics. Alla, tots els spins de les
molécules tendeixen a alinear-se a causa de les interaccions magnétiques, definint
aixi la direccié de la magnetitzaci6 total M, perd I'energia del sistema és independent
d’aquesta direccid.

Per altim, podem tenir fases nematiques amb simetria polar, on les molécules
defineixen, a més d'una direccié, també un sentit. En aquests cristalls liquids, els
estats amb director 71 i —7 sén diferents®. | també podem tenir fases nematiques
amb simetria quiral. En aquest cas, el cristall liquid no és invariant sota la inversié
dreta-esquerra 0, més genéricament, sota paritat. Cal destacar que per tal que
la fase nematica sigui aquiral no és necessari que les molécules ho siguin. Si les
molécules sén quirals perd el sistema és racémic, és a dir, conté tantes molécules
levogires com dextrogires, de manera efectiva el sistema és aquiral. Recordem que
la fase nematica quiral acostuma a anomenar-se fase colestérica.

2.2.2 Energia lliure elastica de Frank

Considerem ara una petita deformacié d'una fase nematica. Com que la deformacié
és petita, el grau d’anisotropia del sistema practicament no canviara, sin6 que I'Ginic
que provocara la deformacié sera un canvi de la direccié del director 7 (7) a cada
punt. El sistema llavors respondra elasticament a la deformacié que li ha provocat
una rotacié del seu director. Per descriure aquesta resposta elastica hem de trobar
un funcional d'energia lliure que descrigui el cost energétic de canviar |'orientacié del
director. Si les components del gradient de 7 (7) s6n petites en comparaci6é amb la
distancia intermolecular podrem fer una descripcié de |'elasticitat del cristall liquid
tractant aquest com un medi continu. Com que les Gniques forces rellevants en
I'orientacié del director sén de curt abast (nucli dur o volum exclds), aquest variara
Gnicament a distancies menors que la intermolecular per efecte d'una deformacio
localitzada. Aixi doncs, per deformacions petites tindrem gradients del director

3En el cas d’un cristall liquid nematic polar, si unes quantes molécules de I'element de volum en
el qual es defineix estadisticament 7 canvien de sentit, el modul de 7 es veuria modificat. D’acord
amb la hipotesi hidrodinamica, pero, considerarem que les fluctuacions del modul de 7 sén molt
menors que les fluctuacions de |'orientacié de 7, de manera que podrem seguir tractant el director
com un vector unitari.
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petits i llavors podrem expressar la densitat d’energia lliure elastica, F,;, com

on; 1 on; @

d Yor; 2 iglm orj Ory,’

(2.1)

on hem desenvolupat I'energia elastica fins a segon ordre en els gradients de 7 (7).
Les constants D;; i K;jim s6n els diversos moduls d'elasticitat del material. A con-
tinuacié estudiarem quines d'aquestes constants sobreviuen en imposar els requisits
que aporten les simetries de la fase nematica.

2.2.3 Termes lineals. Simetries polar i quiral

Comencarem per estudiar els termes lineals. Com que el sistema té simetria de
rotacié respecte la direccié 7 (), que podem prendre localment en la direccié de
I'eix 2, el tensor D;; queda reduit a

Dy Dy 0
Dy=| -Dy; Dy 0 |. (2.2)
0O 0 0

Llavors, el terme lineal de la densitat d'energia elastica, Fd(l), és

W _p i _ (00, Ony Ong  Ony\ _
Fa _Duarj_Dl(ax—i—@y)—i_DQ(E)y or |

:Dlﬁﬁ—Dzﬁ-(ﬁxﬁ). (2.3)

El primer terme només és no nul si la fase nematica és polar, ja que és senar en 7 i,
per tant, distingeix els estats amb 7 i amb —n, assignant-los energies diferents. El
segon terme, en canvi, només sobreviura si la fase nematica és quiral, ja que canvia
el signe sota paritat.

2.2.4 Estructura dels termes quadratics

Ara volem veure quins dels 81 termes del tensor d’elasticitat de segon ordre sén
compatibles amb les simetries de la fase nematica i, per tant, poden ser no nuls.
Per fer aixd ens sera atil separar, com en el cas del fluid isotrop, el tensor de
deformacions en una part simétrica i una part antisimétrica:

on; 1 /0n; On; 1 /0n; On;
L=, 4 biss = L1, bii = = t_ 2 ) (2.4
87“]‘ 6] » 61 2 <8Tj 87‘,‘) J 2 <6Tj 87‘,‘) ( )

Com en el cas d'un fluid isotrop, la part simétrica esta associada a compressions
locals a través de la seva traca,

- - 1dV
Tr(é’):Vﬂ:—— 25
vV (2.5)
i a distorsions locals per mitja de la seva part sense traca, mentre que la part
antisimétrica esta associada a rotacions locals d’angle

V X i (2.6)

W=—

N =
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segons
bij = €;jrWk, (2.7)
com podem comprovar directament:
bij = €ijkwk = €ijk (26k1m3ﬂlm> =5 (87°j - 6rj> . (2.8)

L'anica diferéncia amb el tensor de deformacions d'un fluid isotrop és que ara el
camp vectorial que es deforma és el director de la fase nematica i no la velocitat
del fluid.

La primera restriccié que hem d'imposar és que 7. és un vector unitari. Lla-
vors, escollint els eixos de coordenades a cada punt per tal que 2 coincideixi amb
7, tenim

72 =1= Va? =Vn? =2n.Vn. = 2Vn, =0, (2.9)

de manera que el gradient de n, s'anul-la. Aixo fa que

6. =0, 18m::}(§xﬁ)y’ ezylanyl(ﬁxfz)
2

T 970, 2 202 2
D'aqui també veiem que B
VL= ez + €yy. (2.11)

Ara, segons la separacié feta, el terme de segon ordre de I'energia lliure
elastica el podem dividir en

F{?) = F. + Fy, + Fa, (2.12)

on F, és la part que conté els termes quadratics en e;;, F}, conté els termes qua-
dratics en by; i Fy conté els termes creuats.

2.2.5 Terme quadratic simétric

Comencem per analitzar el terme F.. Aquest terme és quadratic en e;;, és a dir,
la part simétrica del tensor de deformacions del director, de manera que el podem
expressar com

1
F‘e = §Kijlmeijelm. (213)

Com que ¢;; és simétric, el producte e;;e;,, roman invariant sota els intercanvis
i< j, Ll mii,j <« 1,m. Llavors, com que F, és una quantitat escalar, cal que

Kijim = Kjiim = Kijmi = Kimaj, (2.14)

amb la qual cosa els 81 moduls elastics continguts a Kjj;,, queden reduits a només
21. Ara bé, encara ens queda demanar la simetria rotacional d'aquest tensor al
voltant de |'eix 2. Per fer-ho, introduim el canvi de variables

& =x+ 1y, n=x—1y (2.15)

i mantenim la coordenada z invariant. Considerem ara una rotacié d’angle ¢ al
voltant de l'eix 2. Les coordenades cartesianes rotades x’ i ¢’ vindran donades per

/

2’ =z cosf+ ysinb, y = —xsinf + ycos, (2.16)
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i les coordenades ¢ i 7 seran
"=2a2' +iy =xcost +ysinf —irsinf + iycosf =

= (z 4 iy) (cos§ — isinf) = e, (2.17)
n =12’ —iy =xcosh+ ysinh + irsinf —iycosh =
= (z —iy) (cos O + isin ) = ne®. (2.18)
Sota aquesta rotacid, les components del tensor dels moduls elastics es transforma-
ran com
, _0np % Ors Ory Oup, Oug Ous Ouy

ijlm — 7 7 / / pgst — ’ / / ’ pgst
ory Or}; Ory Ory, Ou; Ouj; Oup Ouy,

(2.19)

on hem anomenat ¥ = (x,y,2) i @ = (§,n,2). Llavors, en el nou sistema de
coordenades tenim

98 o O e 0% _
go = gy = gl (2.20)

i la resta de derivades sén nul-les. Aixi doncs, per tal que el tensor de moduls
elastics sigui invariant sota rotacions al voltant de I'eix 2 tal com marca la simetria
de la fase nematica cal que el nombre de derivades 9£/9¢’ sigui el mateix que
el nombre de derivades 9n/0n’ en la transformaci6 anterior. Aixd vol dir que les
components Kjj;,, que no compleixin aquest requisit han de ser obligatoriament
nul-les, ja que siné el tensor no seria invariant sota rotacions al voltant de I'eix 2.
D'aquesta manera, i tenint en compte també (2.14), les Gniques components no
nul-les seran les que continguin el mateix nombre d'indexs £ que n: K...., Kener,
Keenn, Kenzz | Koy, Aixi doncs, la simetria de rotacié al voltant de I'eix 2 redueix
a 5 els moduls elastics independents i no nuls. Ara, doncs, ja podem escriure el
terme I, de I'energia lliure elastica de Frank:

1
Fo=3 (K.zoz€2, + 4K epened, +

+2K§5777765567777 + 4K577226577622 + SKEZnZefzenz) . (221)

A continuacié hem de transformar les components del tensor simétric de
deformacions al sistema de coordenades cartesia original. Per aixd utilitzarem

or, Or
/ p q
e = P4, (2.22)
1] / /1 P9

or} Or;
on ara les coordenades prima sén &, 1, z i les coordenades sense prima sén z,y, z.
La transformaci6 entre elles que necessitem ara és la inversa que la introduida
anteriorment:

1 1
z=5E+n,  y=5E-n). (2.23)

Amb aix0 ja podem expressar cadascun dels termes de (2.21) en coordenades car-
tesianes. Tenim
1

) ) 1
een = 1 (egw + €yy — 1€gy +i€yy) = 1 (€xe + eyy) (2.24)
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1 7
eee = 1 (exw — €yy) — 563,1], (2.25)
1 7
Cnn = 1 (ezz — eyy) + iezya (2.26)
1 .
€z = 5 (exz —i€yz) , (2.27)
1 )
enz = 3 (exz +i€ys), (2.28)

a més de e,, = 0. Llavors F, queda

1 /K, K
F. = B} (Ezfn (s + eyy)2 + % ((em - eyy)2 + 4692@) +
1 [/ K¢,
2K ez (eiz + 612/2)) - 2 (Z]&] (€xa + eyy)2 +
KEEWU 2 2 4 2 2 2K 2 2 229
+ ) (emc + eyy + e:cy eﬂﬁl’eyy) + Eznz (ezz + eyz) . ( . )

Ara desenvolupem la quantitat 2e2, — 2e,,e,, de la segiient manera:

- _ L (g, e\ One Oy
ey~ astyy =5 \ gy T oy > ou oy
_ (O (a7 g (OnuOne _ Ona Oy Ony Ona
2 Ox dy or 0Oy dr Oy oxr 0Oy
1 (dn, n,\" o ( omy,\ 9 [ on,

Els dos darrers termes del resultat d'aquest desenvolupament sén divergéncies. Aixd
fa que, en virtut del teorema de la divergéncia de Gauss

/e.gdvz i.d3, (2.31)
v av
la contribucié d'aquests termes a |'energia lliure elastica total
F, = / F.dV (2.32)
v

estigui concentrada anicament a la superficie. Com que estem estudiant Gnicament
I'energia lliure elastica continguda en el volum del sistema i no en la seva superfi-
cie, negligirem la contribucié d'aquests termes. Aixi doncs, de forma efectiva®, la
contribucié de la quantitat Qeﬁy — 2eyz6yy a la densitat d’energia lliure elastica del
sistema sera Gnicament

263:1/ — 2egpeyy = % <8a7;y - 3(;;;8)2 = % (ﬁ (6 X ﬁ))z (2.33)

4Les expressions escrites a partir d'ara, per tant, seran Gnicament valides de forma efectiva; la
seva validesa estara subjecta a la integracié de la densitat d'energia per obtenir I'energia i a la
ignoraci6 dels termes de superficie. Malgrat que les expressions que escriurem seran estrictament
incorrectes, les escriurem de la forma efectiva explicada per tal d'evitar allargar excessivament les
equacions.
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En aquest punt hem d'utilitzar la identitat

(ﬁxﬁ)zz (n (6xﬁ))2+ (ﬁx (ﬁxﬁ))z (2.34)
ix (Vxi) = <—(€xﬁ)y,(ﬁxﬁ)m,o> -

i |'expressio

Ony Ony
= — —2.0] = —2(ezs,ey,0). 2.35
(82 ’ 82 ’ ) (6 ey ) ( )
La seva utilitzacié porta directament a
2 Lrig )2 2 2
262, — 2easeyy = 5 (v x n) —2(e2, +¢2). (2.36)

Llavors, de forma efectiva, el terme simétric de la densitat d’energia lliure elastica
queda
1 /K, - 2
F.= (5"5" (Von) +

2 4
2
) -2 (eiz + eiz)) +

+2K§Z"72 (eiz + egz;z)) =

>

>

K 1/
_1_4557777 (eix + eiy + 26274 + 9 (V X

1 KE € = \?2 KEE 2 2 2 2 2
=5 (Z” (V : n) + T’"’ (e2, + €5, +2e2, +2e2, +2e.)+ (2.37)

K - 2 K,
+=Sam (T xa) + <2K£znz - 55"”) (2. +e§z)) =

— o (ﬁ.ﬁ)g T aseijesi+as (V ﬁ)2 +a (i x (¥ x n>)2 (2.38)

on hem simplificat la notacié de les constants i hem identificat
€ij€ji = €ay + €0y + 2e0, + 265, + 26, (2.39)
El segiient pas és demostrar que aquest terme es pot expressar com
. 2 1 /. 2 - o -
(2.40)

Un cop haguem demostrat aix0, podrem aplicar un altre cop el teorema de Gauss
per negligir la contribucié dels termes amb forma de divergéncia. Llavors tindrem

Fe:(a1+a2)(§'ﬁ)2+(%+o‘3) (ﬁxﬁ>2+a4(ﬁx <§xﬁ))2=

= (o + a2) (ﬁ-ﬁ)2+(%+a3) (ﬁ-(ﬁxﬁ))zjL
+(%+a3+a4) (ﬁx (ﬁxﬁ)) =
=\ <ﬁ.ﬁ)2+/\2 (n (ﬁxﬁ))szg (ﬁx (ﬁxﬁ))z, (2.41)
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on hem tornat a reanomenar les constants. Aquest és el resultat d'aquest apartat,
que ens diu que la part de I'energia lliure elastica que és quadratica en la part sime-
trica del tensor de deformacions conté Gnicament les tres contribucions mostrades
a |'expressié anterior.

Aixi doncs, I'Gnic que ens resta per donar I'apartat per acabat és demostrar
la relacié (2.40), que és el que farem a continuacié. Per dur a terme la demostracié
simplement hem de desenvolupar directament cadascun dels termes de |'expressid,
que indiquem per separat:

T, = (6 : ﬁ)2, (2.42)

Ty =2(e2, +e2.) + % <(%’;‘”)2 + <887;“>2> - 887;” %, (2.43)
T3 =€, + nm% + 2%%? + nygi22+

R e U

- (ﬁﬁf . (827% N B2ny> N

0zx?2  Oxdy
?n,  9*ny ?n,  0%ny
— 2 — . 2.4
oy (3yax + 0y? > n <623x * 825)3/) (245)

Si ara ajuntem adequadament els quatre termes i tenim en compte les miltiples
cancel-lacions obtenim

1 on, \ 2 on, \ 2 ong On
T 4+To+T5—Ty = €2 2 49e2 1902 4 Zy My xz STy
1t =l = eppteyy Tl eyZ+2 or + ox + Jdy Oz

= eiaC + 632/y + QBiy + 2eiz + 2632/Z = e;;€ji, (2.46)

tal com preteniem demostrar.

2.2.6 Terme quadratic antisimétric

Ara ja podem discutir les contribucions a I'energia lliure elastica de Frank provinents
dels productes de la part asimétrica del tensor de deformacions del director 7.
Segons (2.7), els productes de dues components de la part antisimétrica del tensor
de deformacions es poden expressar com a productes de components del vector
. Llavors, els tnics productes de les components de & que soén invariants sota
rotacions al voltant de I'eix 2, d'acord amb la simetria de la fase nematica, sén &2
i w?, de manera que

Fy =132 4 fow? = B (W2 +wl) + (B + Bo) w? =

= (ﬁx (6xﬁ))2+u2 (ﬁ-(ﬁxﬁ))z. (2.47)
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2.2.7 Terme quadratic creuat

Pel que fa als termes creuats, hem de buscar els productes de les components
de la part simétrica del tensor de deformacions amb les components de la part
antisimétrica, &, que siguin invariants sota rotacions al voltant de l'eix 2. Aixi
doncs, en primer lloc hem de buscar els termes de I'expressié (2.29) que siguin
factoritzables, ja que aixi contindran una Gnica poténcia en e;;. Posteriorment,
hem de veure quines sén les combinacions d'aquests termes amb les components
de & que mantenen la simetria de rotaci6 de la fase nematica. Els termes de (2.29)
que compleixen el requisit demanat sén ey, + €4y, €42 i €y,. En el cas del primer
terme, I'Gnic producte amb components de & que manté la invariancia sota rotacions
al voltant de I'eix Z és (eyq + €yy) w,. En el cas del segon i el tercer terme, les
combinacions que mantenen la dita simetria sén

EpzWg + €yzwy =0, (2.48)

EprWy — CyrWy = —i (ﬁ X (ﬁ X ﬁ>)2 (2.49)

Que aquests termes sén els Gnics invariants sota rotacions es pot comprovar per
mitja de |'aplicacié del mateix procediment sistematic emprat a I'apartat 2.2.5. A
més, és facil d'intuir que han de ser aquests si imaginem una rotacié de /2, on
x — vy, y — —x. En aquest cas es veu clarament que els indexos de cada terme han
de contenir o bé la combinacié xx + yy o bé la combinacié xy — yx per mantenir-se
invariants.

Finalment, doncs, podem expressar

Fop=u (ﬁ-(ﬁxﬁ))ﬁﬁ+y2(ﬁx(6xﬁ))2. (2.50)

2.2.8 Termes quadratics. Eixamplament, torsié i flexio

En aquest punt ja estem en disposicié d’escriure I'expressié per I'energia lliure elas-
tica de Frank, que no és més que I'augment d'energia lliure que es déna en una fase
nematica quan aquesta pateix una deformacié elastica. Als apartats anteriors hem
calculat cadascun dels termes que la conformen, de manera que en aquest apartat
només hem d’ajuntar els resultats obtinguts als apartats anteriors i interpretar-los.
Combinants les expressions (2.3), (2.41), (2.47) i (2.50) obtenim

Fd:D1ﬁ'ﬁ—D2ﬁ-(6)(7%)—1—%(6.7@)24'_
+%(ﬁ.(ﬁxﬁ)>2+%(ﬁx (ﬁxﬁ>)2+k<ﬁ.<ﬁxﬁ)>§,ﬁ. (2.51)

En el cas que ens interessara, el dels gels polars actius, no hi ha simetria
quiral, de manera que I'expressié anterior queda reduida a

Fy= Dﬁ-m% (ﬁ-ﬁ)2+% (- (V fz))2+’€2—3 (7 x (¥ n))2 (2.52)

Si ara especifiquem aquest resultat per una fase nematica pura, és a dir, sense
simetria polar ni quiral, obtenim

Fdz%(ﬁ~ﬁ)2+%(ﬁ~(6xﬁ))2+%(ﬁx(ﬁxﬁ)f, (2.53)
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Figura 2.9: Tipus basics de deformaci6é que tenen lloc en una fase nematica: (a)
eixamplament (splay), (b) torsi6 (twist) i (c) flexié (bend). Imatge extreta de [24].

on k1, ko i k3 son els anomenats moduls elastics de Frank. Podem interpretar aquest
resultat associant un tipus de deformacié a cadascun dels termes de |'expressié i,
per tant, a cadascun dels moduls elastics de Frank. El primer terme, en ser una
divergéncia del director, fa referéncia a una deformacié d'eixamplament (veure figura
2.9). Per entendre els tipus de deformacions associades als altres dos termes és dtil
la figura 2.10. A la figura s'hi mostren els vectors §7, @ (7" + d7) i i () per dos
tipus de deformacions, la torsi6 i la flexié. En cadascuna d'elles s'obté la direcci6 i
sentit del rotacional de 7 segons

254
\5#30 \57:12 (2.54)

D’aquesta manera veiem que, en el cas de la torsié, V x 7 || 7, mentre que en el
cas de la flexi6 tenim V x 7 L A. Aixi doncs, el segon terme de I'energia lliure
correspon a deformacions de torsi6 pures mentre que el tercer terme correspon a
deformacions de flexié pures. En general, per tant, podrem entendre la deformacié
que pateixi una fase nematica com una combinaci6 de les tres deformacions basiques
que acabem de trobar: eixamplament, torsié i flexid.
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Figura 2.10: Direcci6 i sentit dels vectors implicats en les deformacions de torsi6 i
flexi6 de la fase nematica. Imatge extreta de [27].

2.2.9 Condicié d’equilibri. Camp molecular

Un cop ja disposem de |'expressi6 de I'energia lliure elastica de Frank podem trobar
la configuracié 7 (¥) que la minimitza i, per tant, que serd la que trobarem en
I'estat d'equilibri de la fase nematica en qgiiesti6. Dedicarem aquest apartat a trobar
aquesta condicié d’equilibri. Com hem dit, hem de minimitzar I'energia lliure elastica
total,

Fu= / Fyav, (2.55)
174

respecte les variacions del director 71 (7). Aquestes variacions, perd, han de mantenir
la condicié d'unitarietat del director 22 = 1, de manera que es tracta de buscar un
extrem condicionat del funcional F;. Podrem trobar aquest extrem per mitja del
métode dels multiplicadors de Lagrange, que en el nostre cas es redueix a

5]—‘d:/V)\(F)(S(ﬁ2—1)dV:2/V)\(F)ﬁ-6ﬁdV, (2.56)

on A (7) és la funcié arbitraria que actua com a multiplicador de Lagrange i 471 és una
variacié arbitraria del director. Ara ens queda avaluar la banda esquerra d'aquesta
expressio, fet que podem fer coneixent |'expressié de I'energia lliure elastica de
Frank. De I'expressié més general per aquesta, (2.51), veiem que I'energia de Frank
és funcié tant de n com del seu gradient V. Llavors, la seva variacié es podra
escriure com

[ (OFs . OF; (e
5Fy _/V ( TRRR= .5(%)) dv. (2.57)

Podem desenvolupar el segon terme de |'integrand segons

OF4 :5(%) _ OF LV (6R) =V - (aljd ~5ﬁ) - (ﬁ- aljd) 5. (2.58)
OV OV OV OV

El primer d’aquests termes es converteix en un terme de superficie quan I'integrem
respecte el volum, de manera que el negligirem tal com hem fet amb els altres termes
amb forma de divergéncia anteriorment, ja que ens estem restringint a I'estudi de
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les propietats de volum del nostre sistema. Aixi doncs, tenim

§Fy :/ <81id ~-v- 8@;) -5 dV. (2.59)
v\ on OV

Finalment, doncs, introduint aquest resultat a (2.56), obtenim la condici6 d’equilibri
pel volum d’una fase nematica:

0F; = OF, .
— — V. —— =2\(")"n. 2.60
=V =) (2:60)
Si ara definim el camp molecular % (7) de la forma convencional, és a dir,
com la derivada funcional de I'energia lliure,

§Fa[n(F)] _ OFs & OFq
—_— = — — v . -—,
on (7) on OV

h(f)=— (2.61)
veiem que el sistema tendeix a alinear el camp molecular i el director fins que ambdés
son paral-lels en la situacié d'equilibri. Amb la introduccié del camp molecular, la
condicié d’equilibri es pot reescriure, doncs, com

I (7) = =2X (7) A (7) = K7 (7) A (7), (2.62)

on també hem dilucidat el significat del multiplicador de Lagrange X (7).

Per altim, podem introduir una energia lliure elastica modificada per tal que
ja contingui la restriccié d'unitarietat del director. Segons (2.62) i (2.56) podem
escriure

1
F = / (Fd — hfqﬁ2> dv. (2.63)
v 2

Llavors, aquesta energia lliure modificada ja pot ser minimitzada directament sense
restriccions per obtenir-ne les propietats termodinamiques o mecaniques que desit-
gem.

2.2.10 Interfases

Fins ara hem calculat I'energia lliure elastica del volum d'una fase nematica obviant-
ne les contribucions provinents de la superficie. Evidentment, per descriure correc-
tament una mostra finita d'un cristall liquid nematic cal incloure els termes de
superficie de I'energia lliure elastica. Tanmateix, no hem tingut en compte aquests
termes perqué en la immensa majoria de casos practics representatius les forces su-
perficials sén prou importants com per fixar la direcci6 del director a les superficies
limitants del cristall liquid. Aquesta situacié és I'anomenada d’'ancoratge fort, per
contraposicié amb els casos menys freqiients d’ancoratge feble. Aixi doncs, en els
casos d'ancoratge fort podem simplificar la resolucié del problema de trobar la confi-
guracié d'equlibri d'una fase nematica. En aquest cas, enlloc de minimitzar |'energia
lliure completa (incloent els termes de volum i els termes de superficie), només cal
minimitzar els termes de volum i aplicar les condicions de contorn adequades a la
superficie®. A partir d’ara sempre considerarem valida la condicié d'ancoratge fort
i, per tant, ens limitarem a minimitzar |'energia de volum amb les condicions de
contorn adequades.

5A [7] i [25] s'especifiquen les possibles condicions de contorn per diverses interfases entre
cristalls liquids nematics i altres fases, aixi com la forma d’obtenir-les.
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2.3 Nematostatica

En aquesta seccié descriurem el comportament estatic de les fases nematiques.
Basicament, utilitzarem |'energia lliure deduida a la secci6 anterior per calcular el
tensor d'esforcos d’una fase nematica en situacié estatica. Aquest tensor d’esforcos
és I'equivalent a la pressié d'un fluid isotrop, perd precisament I'anisotropia de la
fase nematica fa que en aquest cas no sigui diagonal. A més, el tensor d'esforcos
que trobarem no sera ni tan sols simétric ja que, a diferéncia d'un fluid simple, en
una fase nematica les interaccions moleculars de volum exclos actuen com a fonts
de moment de forces. També tindrem en compte la possible preséncia de dos camps
externs uniformes, un de magnétic i un de conservatiu.

En aquesta seccié trobarem dues versions del tensor d'esforcos d'una fase
nematica en equilibri mecanic, és a dir, en situacié estatica. Les dues versions del
tensor d'esforcos desemboquen en expressions diferents que, quan s’apliquen a cal-
culs de forces o energies acaben donant els mateixos resultats si aquests s'interpreten
correctament. Les dues versions s’obtenen considerant dos procediments diferents
d'aplicar les deformacions sobre el cristall liquid nematic. Desenvoluparem les dues
versions perqué una d'elles és atil per entendre clarament I'origen dels esforcos en
la fase nematica mentre que I'altra ens sera més Gtil al capitol segiient. Per dltim,
també durem a terme un balanc dels moments de forces que donen lloc a I'asimetria
del tensor d’esforcos.

Amb tot el que haurem desenvolupat en aquesta seccid, llavors, podrem ja
encarar el problema d'una fase nematica en moviment, és a dir, la nematodinamica.
Aquest problema serd el que es tractara en la propera seccié, on s'ampliaran els
tensors d'esforcos obtinguts en el cas estatic per incloure-hi els efectes del flux, és
a dir, es tractara de trobar la part viscosa del tensor d’esforcos.

2.3.1 Tensor d’esforcos d’Ericksen

Pretenem calcular el canvi d'energia lliure elastica que es produeix en sotmetre la
fase nematica a una deformacié®. Per fer-ho descompondrem la deformacié en dos
processos. En un primer procés deformem el material Gnicament desplacant les
posicions dels centres de massa de les molécules que el componen, mentre que en
un segon procés farem girar les molécules mesogéniques al voltant dels seus centres
de massa. La combinacié d'aquests dos processos ens permet obtenir qualsevol
deformacié del director que vulguem, és a dir, ens permet connectar dos estats
definits per unes 7 () qualssevol. Aquesta divisi¢ de la deformaci6 és la que ens
portara al tensor d'esforcos d’Ericksen.

Comencem, doncs, per calcular el canvi d'energia causat pel primer dels
processos. Considerem que desplacem una molécula inicialment situada a la posicié
7 fins a la posicié 7' = 7+ (7), on @ (7) és un desplacament infinitesimal. En aquest
desplacament, a més, mantenim el director inalterat, de manera que 7’ (') = 7 (7).
Si avaluem el canvi d’energia lliure implicat en aquesta deformacié, que anomenarem
el procés (1) del criteri d'Ericksen (E), tenim

W _9Fs ), OF4  (o(a \\WD
S = T Ry + o (5 (w))E , (2.64)

SEn concret estem considerant una distorsié, ja que suposem que ens trobem en condicions en
les quals el material és incompressible.
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on .,

(0n)y =’ (7) — 7 (7) =0, (2.65)

(5 (%))2) = Vi (7') — Vi (7). (2.66)

Aquest segon terme, la variacié del gradient del director, no és nul i el podem avaluar
a través de

VA (7)) = V'R (F) = Vi (F) - V' R V() (T— W) : (2.67)
on ens hem quedat a primer ordre en el desplacament infinitesimal 4. Aixi,
- (1) S o
6 (Vn ~ —Vn - Vi, 2.68
(6(92)), ~~9a-Vi (2:68)

i el canvi d’energia ve donat per

SFY = —% : (ﬁﬁ-ﬁﬁ) =_j: (%-ﬁﬁ) S (ﬁﬁﬁ) Vi, (2.69)

n

Ara voldrem expressar aquest canvi d'energia en funcié del tensor d'esforcos
del material, de manera que puguem identificar aquest tensor a partir de |'expressié
anterior. Aixi doncs, en primer lloc haurem de deduir la relacio entreqel canvi
d’energia associat a una deformaci6 infinitesimal @ i el tensor d’esforcos & en una
situacié estatica. Comencem per expressar el canvi d'energia segons la definicié del
treball mecanic. Com que la deformacié feta és una distorsio, és a dir, no canvia el
volum, ja que el medi és incompressible, podem calcular el canvi d’energia segons

\ V! |4

on fy és la densitat de forca de volum que produeix la deformacié @. En una
situacié estatica, la forca total sobre el material ha de ser nul-la, de manera que

Fy + Fs=0, (2.71)

on Fg és la forca de superficie. Aquesta forca és la que estad relacionada amb el
tensor d’esforcos segons

ﬁsz% dﬁ-éz/ﬁ-édv, (2.72)
ov Vv

on hem aplicat el teorema de Gauss. Aixi doncs, utilitzant la condicié d’estaticitat
(2.71), la densitat de forca de volum definida per

By, = / frdv (2.73)
1%

ve donada per . L.
fv=-V.ao (2.74)
en condicions estatiques. Llavors, podem expressar el canvi d’energia donat a (2.70)
en funcié del tensor d'esforcos:
OF = 7/ (ﬁ-?)ﬂdV:—/ §'<§«ﬁ)dv+/ G:Vadv = | &:Vidv,
v v 1% v
(2.75)
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on hem negligit el terme amb forma de divergéncia ja que, per mitja del teorema
de Gauss, esdevé un terme de superficie que no considerem. D’aquesta expressié
veiem, doncs, que .

6F =G : Vil (2.76)

| és aquesta relaci6 entre el canvi d’energia i el tensor d’esforcos la que ens permet
definir un tensor d'esforcos, &4, per les distorsions de la fase nematica que estem
considerant fins ara. Comparant les expressions (2.76) i (2.69) podem definir

— —

Ga=—fi-V, (2.77)

de manera que
sFV =Gy Vi (2.78)

A causa de l'estructura de Fj, aquest tensor d'esforcos no és simétric, tal com ja
haviem avancat.

Tal com hem fet a I'apartat 2.2.9, quan minimitzem aquesta energia lliure
per trobar la configuracié d’equilibri ho haurem de fer amb la restriccié que la
deformacié sigui una distorsid, és a dir, que no hi hagi un canvi en el volum. Per
tal de garantir la incompressibilitat, V- @ =0, com a l'apartat 2.2.9, introduirem
un multiplicador de Lagrange, 7 (¥), segons

SFY =~ (7) 6 (6 : ﬁ) . (2.79)

Llavors, també com hem fet a I'apartat 2.2.9, podem definir una energia lliure
modificada per tal que ja inclogui aquesta restriccié i se n'obtinguin els resultats
correctes minimitzant-la sense restriccions. En aquest cas simplement tenim

FO=rFY 4@V (2.80)

De la mateixa manera també podem definir un tensor d'esforcos modificat a partir
de L
§FPY) =&y« Vi, (2.81)

on el nou tensor d'esforcos, &g, s'anomena tensor d’esforcos d'Ericksen. Tenint en
compte les expressions anteriors el podem identificar com

Gp=0q—7(F)1=3dq— Pl, (2.82)

on ja hem pogut identificar també el multiplicador de Lagrange ~ () amb la pressié
P.

Considerem ara la preséncia d’altres contribucions a I'energia lliure del cristall
liquid nematic a banda de la d’origen elastic. Tindrem en compte les contribucions
provinents d'un camp magnétic extern uniforme i la d'un camp extern conservatiu
com pugui ser la gravetat. La contribucié a I'energia lliure del camp gravitatori és
simple:

Fy = pp, (2.83)

on p és la densitat del cristall liquid i ¢ és el potencial gravitatori. La contribucié
magnética a I'energia lliure és un pél més complicada. En general, un camp magnétic
B induira una magnetitzacié B

M=x-B (2.84)
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en el si del material. Gracies a la invariancia del sistema sota rotacions al vol-
tant de I'eix del director, podem diagonalitzar el tensor de susceptibilitat X?' segons
les direccions paral-lela i perpendicular al director 7. Llavors, podem expressar la
magnetitzacié com

M:XL§L+X|\§||:XLB'“F(XH*XL)B'HEXLB’“FXa (ﬁé)’fl, (285)

on hem definit x, = x| — x1. Ara ja podem calcular I'energia lliure d’origen
magnétic, que vindra donada per

B 2
- — ) a,: XJ- ~»2 Xa . —
Fm_/ﬁ M-dB' = B X <n B) . (2.86)

Tenint en compte tot aix0, doncs, el canvi d'energia vindra donat ara per

) W  OF, . OF, _ 0F, . OF, BN
) —§5F. =9 . 5Fa Y . . \V4 =
OF g, = 0Fp & g 074 5 0T = (0R) + 9on (5< ”))E
—6F)) + @ -VF,=6p:Vi+i-VF,, (2.87)

on hem utilitzat que el camp magnétic és homogeni, de manera que F},, no depén
explicitament de la posicié 7, aixi com que les variacions del director en aquest
primer procés del conveni d'Ericksen s’anul-len i que F,,, no depén del gradient del
director.

Ara ja podem passar a considerar el segon procés de deformacié del criteri
d’Ericksen, que consisteix en rotacions infinitesimals del director sense que el seu
centre de massa es desplaci. Aquest tipus de deformacions sén precisament les que
vam tractar a I'apartat 2.2.9, de manera que només haurem d'aprofitar els resultats
que vam obtenir allad perd ara sense negligir els termes de superficie. Aixi doncs,
obtenim

5FP) = _/VET - (67) P dv+£v (ﬁ (m)g)) -dS, (2.88)

on ara hem utilitzat el camp molecular complet, k7, que inclou els efectes gravita-
toris i magnétics:

o)

hr

F - OF > N\ o
- o =h—va(n-B)B. 2.89
8ﬁ+v OVi X (n ) ( )

2.3.2 Energia total de distorsié i condicié d’'equilibri hidros-
tatic

Si ara ajuntem els resultats del procés de deformacié (1) i (2) obtenim el canvi

d’energia total:

v 14]

\%

Si ara definim la densitat de forca de volum segons

¢=-VF=-V(Fy+F,+F,+P) (2.91)
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i utilitzem la regla de la cadena i el teorema de Gauss podem reexpressar (2.90)
com

5?:—/ (a.$+ﬁT-(5ﬁ)§§>)dv+]{ (éE.ﬁ+ﬁ-(5ﬁ)§§>).d§, (2.92)
14 oV

En el nostre cas, amb un camp magnétic uniforme i en situacié d'equilibri,
la densitat de forca de volum es redueix a

¢$=V-dp—VE, (2.93)

tal com esperariem a partir de les expressions (2.74) i (2.75). A continuacié compro-
varem aquesta relacié. Hem de comencar calculant el gradient de I'energia elastica,
que segons la regla de la cadena sera:

0F; =, OF; ==,

VAa+ —=—:VVa =

VE; = —
T on oA

= Vit (V) Va4 i V= F- Va4 V- (0 ¥a),  (299)

on hem utilitzat les definicions del camp molecular 4 i del tensor ﬁ Ara hem de
tenir en compte la condicié d'equilibri obtinguda a l'apartat 2.2.9, expressada a
(2.62), de manera que

heIVH2 = 0. (2.95)
Llavors, el gradient de I'energia elastica queda finalment
VE =V (ﬁ %) . (2.96)

Per la seva banda, el gradient de I'energia magnética, com ja hem utilitzat ante-
riorment, s’anul-la directament per camps magnétics uniformes, de manera que la
densitat de forca de volum queda

5:—6-(&%)—ﬁFg—ﬁpzﬁ-éE—ﬁFg, (2.97)

que és l'expressié6 que buscavem. En el darrer pas simplement hem utilitzat la
definici6 del tensor d'esforcos d'Ericksen.

Com a forgca de volum, 5 s'ha d'anul-lar en condicions d’equilibri mecanic,
és a dir, en condicions hidrostatiques, fet que ens déna una expressié per la pressid
en condicions hidrostatiques:

P=—F;—F, —F,+ A, (2.98)

on A és una constant d'integracié a determinar per mitja de les condicions de
contorn.

2.3.3 Tensor d’esforcos de Harvard

En aquest apartat trobarem el tensor d'esforcos d'una fase nematica en situacié
d’equilibri hidrostatic segons el criteri de Harvard. Com ja hem dit, es tracta sim-
plement d’un altre criteri a I'hora de definir els processos que conformen la defor-
maci6 a la qual se sotmet el cristall liquid i que permet trobar el tensor d’esforcos.
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Com a conseqiiéncia s'obté un tensor d'esforcos diferent perd que conté la mateixa
informacié6 sobre el sistema.

El criteri de Harvard consisteix en fer la deformacié a través dels dos processos
segiients. En primer lloc es provoca un desplacament infinitesimal @ () dels centres
de massa de les molécules del cristall liquid. A diferéncia del criteri d'Ericksen, pero,
on aquest procés es feia mantenint fixa |'orientacié de les molécules, ara es permet
que aquestes girin, de manera que el gir que experimentaran sera simplement |'induit
per la deformaci6 (7). Aixi doncs, tindrem

(67) Y = 05 x 7l = — = (v X ﬁ) X i, (2.99)

on hem utilitzat |'expressi6 (2.6) ara aplicada a les deformacions @ () enlloc del
director .. Llavors, el canvi d'energia elastica que provoca aquest procés sera la
suma del canvi associat al primer procés d’Ericksen (el desplacament dels centres
de massa que aqui també té lloc) amb el canvi associat al segon procés d’Ericksen
(rotacié del director) perd ara substituint-hi la variacié del director del procés de
Harvard, donada a (2.99). Aixi, basant-nos en (2.90), tenim

5f§;>=/v(§,;;W+ﬁ-ﬁFg—ﬁT-(5ﬁ)§}>)dv+j§

» (i (o)) - dS.

(2.100)
Com hem fet amb el primer procés d'Ericksen, perd, voldrem expressar aquest
canvi d'energia en funcié d'un Gnic tensor d'esforcos, G, que anomenarem tensor
d'esforcos de Harvard i que definim a través de

57 = [ (FuiVaeaOR)ave 4 (F-Gn)-as @iy
1% oV

d’on podem identificar

= = = = 1 nd =3 = 1 - - =
Gn: Vii=Gp: Vil + Shir ((v x a’) x n) - <5E+ = (ﬁhT —hTﬁ)> Vi
(2.102)
i, per tant,
- - 1/ -
=+ (ﬁhT - hTﬁ) . (2.103)

Ara ja ens podem ocupar del segon procés del criteri de Harvard. En aquesta
ocasi6 ambdés criteris si que coincideixen: el segon procés de Harvard consisteix
també en una rotacié del director i, per tant, el canvi d'energia que se n'obté és el
mateix:

5F2) :_/ hy - (57) dv+% (ﬁ-(dﬁ)fﬂ) -dS, (2.104)
1% oV
amb
(6r) P = (60)2). (2.105)

Evidentment, I'energia total de la distorsié produida en el criteri de Harvard és
exactament la mateixa que en el criteri d'Ericksen i ve donada per I'expressi6 (2.90).
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2.3.4 Comparacié entre ambdés criteris

El criteri de Harvard sembla menys intuitiu que el d'Ericksen. Amb el criteri d'E-
ricksen hem deduit els canvis d’energia des de bon comencament, mentre que per
obtenir els canvis d'energia en el criteri de Harvard ja ens hem basat en els resultats
obtinguts en el criteri d'Ericksen. Aixi doncs, tenim més intuicié sobre els processos
desenvolupats en el criteri d'Ericksen, ja que el primer procés és aparentment més
simple que el del criteri de Harvard.

Tanmateix, el criteri de Harvard té un avantatge molt important sobre el
d’Ericksen. En el criteri de Harvard, el primer procés és exclusivament no dissipatiu,
ja que simplement deformem el cristall permetent que el director giri a causa de
la deformacié produida. Les forces involucrades en aquest procés sén Ginicament
elastiques i, per tant, sén conservatives. El segon procés, en canvi, és purament
dissipatiu ja que fem girar externament el director respecte el seu estat d’equilibri,
fet al qual s’oposen les forces de friccid, que sén dissipatives. En el criteri d'Ericksen,
per contra, no podem fer aquesta distincié de forma tan clara. Alla, mentre que el
segon procés si que és purament dissipatiu, el primer conté una part dissipativa i
una part no dissipativa, ja que hem d’exercir forces externament per tal de mantenir
I'orientacié del director fixa en aplicar la deformacié 4 (7). Aquesta separacié que
es déna en el criteri de Harvard entre els processos dissipatius i els no dissipatius
ens sera de gran utilitat al capitol segiient, i per aixd no ens hem quedat amb el
tensor d'esforcos d'Ericksen i hem deduit el de Harvard.

2.3.5 Balanc del moment de forca

En aquest altim apartat de la seccié de nematostatica trobarem la relacié que
expressa la conservacié del moment angular en el cristall liquid nematic, ja que la
necessitarem a la segiient seccié per deduir les equacions de la nematodinamica.
Aixi doncs, ens proposem trobar el moment de forca que actua sobre el nostre
sistema.

Les forces externes que actuen sobre el nostre material, que sén les suscep-
tibles de generar un moment de forca, sén la gravitatoria i la magnética, de manera
que el moment de forces de volum sera

Ty = / (pf'x G+ M x B’) dv. (2.106)
|4

En equilibri hidrostatic, perd, el moment de forca total és nul, de manera que aquest
moment de les forces de volum estara compensat per un moment de forca generat
a la superficie:

=Ty +ls=0. (2.107)

A continuacid, doncs, el que voldrem trobar sera el moment de forca total, del qual
només ens queda conéixer el terme associat a les forces superficials. Per trobar-lo,
calcularem el canvi d’energia elastica associat a una deformacié que consisteix en
una rotacié simultania tant dels centres de massa de les molécules com del director.
Aixi doncs, considerem la deformacié donada per

@) = 0@ x 7, =0 x n, (2.108)

on 0@ és |'angle de rotacié, comd en la rotacié tant dels centres de massa com del
director. Com que I'energia elastica és invariant sota rotacions i aquesta deformacié
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és simplement una rotacio, el canvi d'energia elastica associat a aquesta deformacié
sera nul. A més, sabem que el canvi d'energia elastica associat a una rotacié ve
donat per

6Fy=T 6. (2.109)
Aquesta expressi6 relaciona clarament el fet que el moment de forca sigui nul en
condicions hidrostatiques amb la invariancia sota rotacions de I'energia lliure elasti-
ca. Aixi doncs, podrem trobar el moment de for¢a total calculant el canvi d’energia
elastica associat a una rotaci6 infinitesimal. Cal remarcar que I'Gnica part de |'ener-
gia lliure que és invariant sota rotacions és I'elastica, de manera que de |'expressié
de I'energia lliure final donada a (2.90) només ens quedarem amb els termes elastics,
que so6n tots a excepcid del terme gravitatori « - ﬁFg. Aixi,

§Fy = /V (éE T — T (m) dv + fév (ﬁ.cm) -d§. (2.110)

Si ara hi introduim els parametres de la deformacié que estem fent ara, és a dir, de
la rotacié donada a (2.108), obtenim

0 Fa = dw, /V cisk ((08)i = himn + Xa (70 B) Bing ) v+

+ 0w; ]{ €ijkHmiNkdSm, (2.111)
ov

de manera que

Fj = / €ijk <(UE)ki — hing + Xa (fL . é) Bz”k) dv +% eijkpmmkdsm =0.
14 ov
(2.112)

Ara desenvoluparem cadascun dels termes del moment de forca fins a poder identificar-
hi Ty, i I's. Comencem per adonar-nos que, en equilibri,

E = hﬁqﬁ - eijkhmk = hﬁqeijknmk =0. (2113)
Després també podem reexpressar el terme magnétic com
ngz(xlé—kxa(ﬁ-g)ﬁ)xﬁzxa(ﬁ-ﬁ)ﬁxg (2.114)

i, per Gltim, podem desenvolupar el terme del tensor d'esforcos. Utilitzant la regla
de la cadena i el teorema de Gauss obtenim

/Vfijk (0m); dV = /Veijk- <8f ((0R),,:Tr) — rka(gE)mi> dV —

m Tm
= 7{ €ijk (OF) m; TkdSm +/ €ijkPrEGiAV, (2.115)
v v
on també hem utilitzat que, en equilibri, es compleix
$=V-Gg—VF,=0=V-G5 =V (pp) = —pg. (2.116)

Aixi doncs, finalment podem expressar el moment de forca d'una fase nematica en
equilibri hidrostatic com

f:fv+fsz/ (pfxg'+z\2xé)dv+7§ (Fx (d§~3E) X (dﬁ-ﬁ)).
v a

(2.117)
Cal destacar que la contribucié gravitatoria al moment de forca es pot anul-lar

simplement escollint I'origen de coordenades al centre de massa del sistema.

v
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2.4 Nematodinamica

En aquesta seccié descriurem el flux d'una fase nematica. Aquest és |'objectiu final
d’aquest capitol, de manera que ja tindrem tots els ingredients a punt per descriure
els gels polars actius en el segiient. L'Gnic que haurem de fer llavors és afegir
I'activitat a les equacions de la nematodinamica que obtindrem en aquest apartat.

A la seccié anterior hem trobat el tensor d’esforcos en condicions hidrosta-
tiques, és a dir, I'equivalent a la pressié en un fluid istotrop perd que, a causa de
I'anisotropia de la fase nematica, prenia una forma més complicada. En aquesta
seccié ens ocuparem del tensor d'esforcos viscosos. Novament, aquest tensor és
I'equivalent al tensor d’esforcos viscosos d'un fluid newtonia, donat pel gradient
del camp de velocitat, perd aqui també esdevé més complicat per I'acoblament del
flux de la fase nematica amb I'orientacié del seu director. Aquest acoblament es
pot tractar a nivell lineal per mitja de les relacions d’Onsager de la termodinamica
dels processos irreversibles. Com a la seccié anterior, també es poden trobar dues
versions del tensor d’esforcos viscosos per una fase nematica. Aquest cop, pero, la
diferéncia prové d'una tria diferent de les variables intensives i extensives utilitza-
des en la formulacié de les relacions lineals d’acoblament de la termodinamica dels
processos irreversibles. En aquesta seccié no plantejarem les equacions lineals de
la termodinamica dels processos irreversibles que permeten arribar a determinar el
tensor d’esforcos viscosos’. El motiu és que ja ho farem al capitol segiient, en el
qual hi tindrem en compte encara un altre acoblament, el de I'activitat del fluid,
que no és més que una generalitzacié del que es pot trobar per una fase nematica
passiva.

El que si que farem, pero, sera trobar el canvi d'energia lliure que es pro-
dueix en una fase nematica que flueix. Evidentment, una part d’aquesta energia
correspondra a la dissipaci6 viscosa, donada pel tensor d'esforcos viscosos, que sera
la novetat respecte els resultats trobats a la seccié anterior. Aixi doncs, en el capitol
segiient ja només haurem de generalitzar aquesta expressi6 per incloure-hi I'activitat
del fluid. Un cop haguem fet aix0 ja estarem en disposici6 de plantejar les equacions
de la termodinamica dels processos irreversibles que ens portaran a les equacions
hidrodinamiques del flux d’un gel polar actiu.

2.4.1 Dissipacio d’Ericksen-Leslie. Tensor d’esforcos viscosos

Pretenem calcular el canvi d'energia lliure que té lloc en una fase nematica en flux.
L’energia lliure del sistema vindra donada simplement per

1
Ff:f+/ 5pﬁ?dV, (2.118)
14

on simplement hem afegit I'energia cinética a I'energia lliure obtinguda per la situacié
estatica a la seccié anterior. A continuacié calcularem cada terme de la derivada
temporal de I'energia lliure per separat, limitant-nos als termes de volum en virtut
de la condici6 d'ancoratge fort descrita a I'apartat 2.2.10.

El primer terme el podem calcular a partir de I'expressié (2.90) obtinguda a
la seccié anterior:

f:/ (C?Etﬁﬁ—pﬁ-j—ﬁT-ﬁ)dV:
1%

7 Aquests calculs es poden trobar a [7] i [25].
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:/ (éE:ﬁﬁ—pﬁ-g—ﬁ-ﬁﬂ(a(ﬁ-é)é-ﬁ)dv. (2.119)
1%

Per fer aquesta derivada hem tingut en compte que (2.90) ja expressa directament
la variacié de F, de manera que per avaluar-ne la derivada respecte el temps només
hem d’introduir les derivades de les variables variades, és a dir, @ = 07 i dn.

Pel terme d’energia cinética tenim

dt/ 2,0112dV /pv vdV = / V- a—i—pg Xa(n E)E-ﬁﬁ)d%
(2.120)
on hem utilitzat I'equacié de conservacié del moment lineal, que en el nostre cas

queda

— — —»

pI=N -G+ fy =V -G+ pi—xa (ﬁ-é)éﬁﬁ, (2.121)

amb
fv="Tg+ fm=—-V(Fy+F,). (2.122)

També hem introduit el tensor d’esforcos complet del sistema, que es divideix en
G=dg+7, (2.123)

on 7 és el tensor d’esforcos viscosos i gE és el ja conegut tensor d’esforcos d’Ericksen
que s'aplica al cas estatic. Ara, doncs, aplicant la regla de la cadena i el teorema
de Gauss al terme del tensor d'esforcos de (2.120) i obviant el terme de superficie
que en sorgeix obtenim

d

dt : RV = /V '<—31§5+p§—xa (ﬁﬁ)éﬁﬁ) dv.  (2.124)

Si ara sumem les dues contribucions arribem a
Fy = / ((éE —é) VT =B fi+ Xa (ﬁ-§> B- (ﬁ—ﬁ-%)) dV. (2.125)
v

A continuacié podem utilitzar que

: =, on -
2.12
n—1v-Vn =5 =0, ( 6)

ja que, com que els agents externs sén constants, no es produeix una variacié
explicita del director amb el temps, que només varia amb el temps a causa de la
conveccié ocasionada pel flux del material. Llavors,

Fr=-[ (F:¥osi-i)av (2.127)

Aixi doncs, I'expressi6 (2.127) ja ens déna la dissipacié en funci6 de les variables
dinamiques del sistema, ¥ i 7, i de les seves caracteristiques, 7 i h.

2.4.2 Asimetria del tensor d’esforcos viscosos i moment de
forca

Ara pretenem expressar el canvi d'energia lliure que acabem de trobar d'una manera
més convenient, separant-ne una contribucié de les parts simétriques dels tensors

REOLOGIA DE FLUIDS COMPLEXOS. HIDRODINAMICA DELS GELS POLARS
ACTIUS



CAPITOL 2. HIDRODINAMICA | REOLOGIA DELS CRISTALLS LIQUIDS
NEMATICS 40

involucrats d’una altra corresponent a les parts antisimétriques. Per poder fer aix9,
primer hem de veure que la part antisimétrica del tensor d'esforcos viscosos (deguda
a l'anisotropia de la fase nematica) es pot relacionar amb el moment de forca per
unitat de volum que actua sobre el sistema segons

Vi = €ijenghe = —€ikTjk, (2.128)

que no és nul fora de I'equilibri. Calculem, doncs, el moment de forca a partir de
la derivada temporal del moment angular per poder-lo identificar amb |'expressié
(2.128):

et}

5 d . .
:L:—/prUdV:/p(Fxﬁ—HTxU)dV:/prﬁdV. (2.129)
dt Jy v %

Ara utilitzem l'equacié de conservacié del moment lineal, (2.121), i el fet que el
moment de la forca gravitatoria s'anul-la perqué hem pres I'origen de coordenades
al centre de massa del sistema. Llavors,

f’:/ (Fx (ﬁ.é) -~ Ya (ﬁ-é)?x (B’ﬁﬁ))dv. (2.130)
1%

Seguidament fem us de la regla de la cadena i del teorema de Gauss per obtenir

1 N2
I, = / €ijk (—O'jk + *5ija (”fL . B) > dV+
V 2

1 S
+j§ €iji (rjamdem - “Xa (n : B) rjdsk) : (2.131)
Y% ' 2

on també hem utilitzat que
(ﬁ : E) v (n : é) - %ﬁ (n : E)Q. (2.132)

Ara, com que €;;;, és totalment antisimétric i J;; és totalment simétric, el seu
producte s'anul-la. Per la seva banda, el segon terme de la integral de superficie
correspon a un moment de forca actuant sobre el director a la superficie i que
sorgeix pel fet que el sistema esta fora de I'equilibri (prové de la conservacié del
moment lineal, que només és no nul en una situacié amb flux). Segons les condicions
d’ancoratge fort que estem considerant, perd, la contribucié d’aquest moment de
forca sera negligible ja que, segons aquestes condicions de contorn, I'Gnic moment
de forca rellevant que actua sobre el director a la superficie és el que hem trobat en
la situaci6 en equilibri. Qualsevol intent del flux de desviar la direccié del director
a la superficie es veura frustrat per I'ancoratge fort d'aquest amb la superficie, que
fa que el director quedi fixat a la seva posicié d'equilibri a la superficie fins i tot en
condicions dinamiques. Aixi doncs, (2.131) es redueix a

I, = —/ €ijk0jk AV +jl§ GijijJmdem- (2.133)
1% oV

Ara podem calcular també aquest moment de forca a partir de |'expressié
obtinguda per la situacié d'equilibri a I'apartat 2.3.5. L'Gnic que haurem de fer
és substituir-hi el tensor d'esforcos d’Ericksen pel tensor d’'esforcos complet. No-
vament, el moment de forca que actua sobre el director a la superficie no es veu
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modificat pel fet d’haver-hi un flux a causa de les condicions d'ancoratge fort, de
manera que

f:/vﬂxédvjtfgv(m (d§-§)+ﬁx(d§-ﬁ)), (2.134)

on hem tingut en compte que el moment de forca d'origen gravitatori s'anul-la
gracies a la nostra tria de I'origen de coordenades al centre de massa del sistema.
Si comparem les dues expressions obtingudes pel moment de forca arribem a

—/ €ijk0jk dVZ/ EijijBk dV-i—% eijknjumkdsm. (2.135)
14 |4 oV

En aquest moment podem explicitar la separacié6 & = Gg + 7, ja que la part que
va amb el tensor d'esforcos d’Ericksen la coneixem de I'equacié (2.112). Utilitzant
aquesta equacié, doncs, obtenim directament

/ €ijk (ij =+ njhk) dV =0 = —€kTjk = eijknjhk =Y, (2136)
1%

on hem identificat aquesta quantitat com el moment de forca per unitat de volum.
Veiem que aquest moment de forca és nul en equilibri tal com esperavem i que esta
associat a |'asimetria del tensor d’esforcos viscosos 7. De fet, la relacié obtinguda
ens permet identificar la part antisimétrica del tensor d'esforcos viscosos segons
3 1.2 2.
Fo= L (whR), (.137)
tal com es pot comprovar per substitucié directa.
Un cop obtingut aquest resultat, ja podem expressar el canvi d’energia lliure
separant-ne les contribucions simétrica i antisimétrica. Partint de (2.127) escrivim

;'f:_/ (%S:§+%a:5+ﬁ-ﬁ>dv, (2.138)
1%
on hem definit

_ 1 81}1‘ 81}]‘ _ 1 8’01‘ 8vj
cij = 2 (87“]' + 87’1) ’ b” - 2 (37'j B 87'2) ' (2139)

Si reexpressem

1~
bij = ejrwr; G =gV, (2.140)
tenim
I;: %a = €;jkWk (Wa)ij = WEEijpTij = —wkekijnihj = —]_7: . ((If X ’ﬁ) . (2.141)
Finalment, el canvi d’energia lliure queda
Fp = —/ (fr" G4 1\7) dv, (2.142)
v
on hem identificat la derivada temporal corotacional del director, N, segons
-~ Dh .
sz;l:ﬁ—o'jxﬁ. (2.143)

Aquesta derivada doéna el canvi del vector director respecte al fluid que I'envolta i,
aplicada a un vector, es defineix com
Dn
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CAPITOL 3

Hidrodinamica i reologia dels gels polars actius

En aquest darrer capitol ja tenim totes les eines per encarar |'objectiu final del
treball. En el primer capitol vam veure quines eren les principals caracteristiques
dels fluids complexos, destacant-ne especialment la viscoelasticitat. També vam
veure quins eren els mecanismes que duien un sistema fluid a la complexitat. El
motiu d'aquest estudi és que el citoesquelet cel-lular es pot descriure com un gel
polar actiu i, com a tal, és un fluid complex amb propietats viscoelastiques que cal
tenir en compte per formular-ne la hidrodinamica.

Al segon capitol vam tractar la hidrodinamica dels cristalls liquids nematics.
El motiu torna a ser que els gels polars actius prou concentrats, pel fet d'estar cons-
tituits per molécules mesogéniques amb forma de bast6 (calamitiques), es troben
en fase nematica, fet que condiciona el seu flux.

Els gels polars actius, pero, encara contenen un ingredient més. A banda
de la seva viscoelasticitat i del fet que siguin una fase nematica polar, sén actius.
Aixo significa que contenen alguna font interna d'energia capac d’influir en el seu
estat de moviment, en el seu flux. Aquest fet és el que permet a aquests fluids
autopropulsar-se, és a dir, generar un flux en abséncia de camps externs que I'in-
dueixin. L’'acoblament entre I'activitat, la viscoelasticitat i la polaritat d'aquests
fluids sera I'objecte d’estudi d’aquest capitol, amb el qual assolirem una descripcié
completa dels gels polars actius.

Tanmateix, aquest acoblament només es podra dur a terme de forma siste-
matica per mitja de la termodinamica dels processos irreversibles i, per tant, només
considerara relacions lineals entre les causes i les conseqiiéncies del flux, entre les
forces i els fluxos. Aixi doncs, un cop plantejades les caracteristiques generals dels
fluids complexos actius, formularem les lleis de conservacié pels gels polars actius.
Posteriorment, completarem aquestes lleis plantejant unes relacions constitutives
del fluid a nivell lineal basades en la termodinamica dels processos irreversibles.
Per altim, discutirem les limitacions de la teoria desenvolupada i les seves possibles
extensions i tractarem una inestabilitat hidrodinamica que, gracies a I'activitat del
fluid, condueix a un flux espontani d’aquest.

42
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3.1 Fluids complexos actius

3.1.1 Caracteristiques generals i exemples

Podem classificar com a matéria activa tots aquells sistemes que converteixen, per
mitja d'un procés fora de I'equilibri, algun tipus d’energia d’origen intern en treball
mecanic que utilitzen per autopropulsar-se. Evidentment, la conversié no pot ser
completa, siné que una part de l'energia s’ha de dissipar en forma de calor per
garantir el compliment del segon principi de la termodinamica. Habitualment els
sistemes actius son estadistics, és a dir, estan constituits per un gran nombre de
particules, anomenades particules actives o autopropulsades, que poden interacci-
onar entre elles donant lloc a un gran ventall de nous fendmens deguts a la seva
activitat com ara transicions de fase fora de I'equilibri. Sén aquests sistemes esta-
distics els que podrem descriure mitjancant una teoria hidrodinamica que incorpori
la seva activitat.

Aixi doncs, la matéria activa no és més que un nou estat fora de I'equilibri
de la mateéria condensada tradicional. Com que la font d’energia que utilitzen
aquests fluids per moure's és interna, la direccié del seu moviment no ve marcada
per cap camp extern siné per les variables internes que caracteritzen seu propi
estat. Aixi doncs, per poder moure's en una direccié determinada, el fluid ha de ser
necessariament anisotrop, fet que sovint s’aconsegueix a través de |'anisotropia de
les seves molécules. Aixo fa que sovint els fluids actius siguin també complexos. De
fet, la naturalesa polar del sistema és necessaria per aconseguir un moviment dirigit
ja que, un sistema simétric és incapac de produir una forca neta d’origen intern a
causa de la tercera llei de Newton.

Figura 3.1: Banc de peixos com a exemple de fluid complex actiu. S’hi aprecia la
tendéncia a l'alineament dels peixos que permeten modelitzar aquest sistema com
un fluid complex, concretament una fase nematica. Imatge extreta de [20].

Els exemples de fluids complexos actius s'estenen en un rang d’escales molt
ampli, des de la intrincada dinamica col-lectiva dels estols d'ocells o dels bancs de
peixos fins al moviment de les colonies de bacteris'. Encara a escala més petita,
el gel format pels filaments d’actina en el citoesquelet cel-lular és un dels exemples
més interessants i és el cas que motiva principalment el present estudi.

1Altres exemples es poden trobar a [20] o [22].
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3.1.2 Citoesquelet. Gels polars actius

En aquest apartat ens centrarem a definir les caracteristiques del citoesquelet cel-lular
com a fluid complex actiu i veurem que el podem descriure com un gel viscoelastic
polar i actiu.

microtubules
plasma nucleus

membrane

centrosome

intermediate
filaments

cortical actin
network

Figura 3.2: Esquema del citoesquelet d'una cél-lula eucariota. Imatge extreta de

[21].

El citoesquelet és una xarxa dinamica de proteines filamentoses que s’estén
al llarg de tota la cél-lula pero especialment a la seva capa més externa, just per sota
de la membrana cel-lular (veure figures 3.2 i 3.3). L'alta concentracié de molécules
en forma de filament fa que aquests tendeixin a alinear-se, fet que fa d'aquesta xarxa
una fase nematica. Aquesta estructura és la principal responsable de les propietats
mecaniques de la cél-lula i, per tant, de la seva motricitat. Els constituents basics
del citoesquelet sén tres tipus de filaments: els filaments d'actina, els microtabuls i
els filaments intermedis. En la mesura que les deformacions cel-lulars siguin petites,
la resposta de la cél-lula es deu quasi totalment a I'escorca de filaments d’actina que
es troba en contacte amb la membrana cel-lular. Aixi doncs, per tal d'explicar el
moviment cel-lular necessitem una teoria hidrodinamica d'aquesta escorca d'actina
del citoesquelet.

A més de constituir una fase nematica, els filaments d’actina sén polars.
Les propietats de I'actina globular (monomeérica) condueixen aquesta proteina a
formar filaments amb forma d’hélix dextrogira. Aixi doncs, es poden distingir les
dues puntes d’un filament d'actina, que s’anomenen + i — (veure figura 3.4). La
polimeritzacié d'actina globular en filaments es déna gracies a la reaccié d’hidrolisi
de I'’ATP mantinguda fora de I'equilibri. A causa de la polaritat d'aquests filaments,
el ritme de polimeritzacié a cada extrem del filament és diferent (veure figura 3.5),
fet que condueix al fenomen conegut com a treadmilling, és a dir, un moviment del
citoesquelet degut a la polimeritzacié asimétrica de I'actina.

Els filaments d'actina del citoesquelet, a més, estan enllacats entre ells per
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Figura 3.3: Esquema i micrografia electronica del citoesquelet d'un fibroblast. S’hi
pot apreciar I'estructura nematica de I'escorca d’actina. Imatge extreta de [5].

motors moleculars de la familia de les miosines. Aquests motors moleculars sén
I'ingredient actiu del citoesquelet, ja que sén capacos de convertir I'energia quimica
provinent de la hidrolisi de I'ATP en treball mecanic que provoqui el moviment
relatiu dels filaments d'actina que connecten. Aquest és el procés basic que origina
el moviment del citoesquelet i, de fet, de la cél-lula. Aixi doncs, veiem que el
citoesquelet és una xarxa dindmica, en continua evolucid, a causa de dos fendomens
regits per un procés mantingut fora de I'equilibri, la hidrolisi de I'ATP. El primer
fenomen és la polimeritzacié de I'actina en filaments, que canvia continuament la
morfologia del citoesquelet, i el segon sén els moviments contractils que poden
generar els motors moleculars.

Els lligams entre els filaments d'actina sén deguts a interaccions dipolars,
enllacos ionics o cristal-litzacions locals del medi. Aixd fa que, a diferéncia del que

actin R
filament nucleating
(9] oligomer

Figura 3.4: Polimeritzacié d'un filament d’actina, constituent polar basic de I'es-
corga del citoesquelet. Imatge extreta de [5].
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Figura 3.5: Creixement asimétric d'un filament d’actina. El ritme de polimeritzacié

és diferent en cadascun dels extrems dels filaments polars d’actina. Imatge extreta
de [5].

passaria si es tractés d'enllacos covalents, aquests lligams no siguin permanents
siné que es trenquin en un temps caracteristic curt. Aquest fet és el que permet
classificar el citoesquelet com a gel fisic (per contraposicié als gels quimics) i és
la causa de la seva viscoelasticitat, ja que les deformacions que durin més que el
temps de vida caracteristic dels enllacos podran fer fluir el material que inicialment
s'havia comportat com un solid.

La teoria que construirem, doncs, haura de tenir en compte tots aquests
ingredients, que queden resumits descrivint el citoesquelet com a gel polar actiu.
Descriurem el moviment del citoesquelet per mitja d'una teoria hidrodinamica que,
com a tal, descriu els moviments a escales de temps i de longitud prou grans,
sense fixar I'atencié en els detalls microscopics. Aixi doncs, la teoria que desenvolu-
pem només dependra de les simetries del sistema (nematica i polar) i d’'un conjunt
de parametres caracteristics del sistema que cal determinar experimentalment (els
coeficients d'Onsager de la termodinamica dels processos irreversibles). Aquests pa-
rametres macroscopics venen determinats per la dinamica microscopica del sistema,
que aqui no considerarem, ja que ens limitarem al nivell de descripcié hidrodinamic.

3.2 Lleis de conservacié

El primer que hem de fer en plantejar una teoria hidrodinamica és establir les lleis de
conservacié. Considerem una suspensi6 d'actina monomeérica en un fluid solvent en
repds. La concentracié de monomers d'actina en suspensi6 és p,. Aquests mono-
mers d'actina es polimeritzen formant el gel que pretenem descriure. Anomenarem
p a la concentracié de monomers d'actina en el gel, és a dir, que es troben formant
part dels filaments d'actina del cortex del citoesquelet. A causa tant del procés de
treadmilling com dels esforcos actius creats pels motors moleculars sobre els fila-
ments, el gel d'actina es mou amb una velocitat ¥/ (7). Llavors, la llei de conservacié
de la massa es pot expressar a través de la segiient equacié de continuitat:
@Jrﬁ-f:%Jrﬁ-(pﬁ):—kdﬁkpés. (3.1)
Per escriure-la hem tingut en compte que l'actina es despolimeritza del gel princi-
palment als punts d'embrancament dels filaments. Llavors, podem considerar que
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el ritme de despolimeritzacié és proporcional a la concentracié del gel i ve controlat
per una constant de despolimeritzacié k4. En canvi, la polimeritzacié de mono-
mers d'actina es déna principalment a la superficie del gel i a un ritme controlat
per la constant k,. Per modelitzar la polimeritzacié superficial hem introduit una
distribucié de Dirac centrada a tota la superficie del gel, Js.

També podem escriure una equacié de continuitat pels mondmers lliures,
en suspensi6 en el fluid solvent. En aquest cas, el corrent no és convectiu siné
difusiu, ja que suposem que el fluid solvent esta en repos, de manera que I'actina
simplement es difon en el seu si. Llavors,

Ipa

V - jou = kap — . 2
ot +V Ja kdp kP55' (3 )

Ara hem de considerar la conservacié dels motors moleculars, responsables
de I'activitat del gel. Novament, hi ha una concentracié ¢, de motors adherits al gel
i una concentracié ¢, de motors deslligats del gel i que simplement es difonen en
el fluid solvent. Els motors moleculars s'adhereixen i es deslliguen del gel d’actina a
uns ritmes marcats, respectivament, per les constants ko, i kos. Llavors, les seves
equacions de continuitat es poden escriure com

8Cm = 7 n

W + V- Im = kofrcb — ko,,pcm, (33)
861) = —» = n
T + V() + V- gy = —korcy + konpCins (3.4)

on hem tingut en compte que els motors adherits al gel tenen, a banda del seu
corrent difusiu respecte el gel, j,, un corrent convectiu a causa del flux del gel:

Jo = cuT + 7y (3.5)

També hem considerat que el ritme d'adhesié de motors al gel és un procés cinétic
d’ordre n i que és proporcional a la concentracié del gel. Aquesta descripcié pretén
tenir en compte que I’adhesi6é de motors al gel és un fenomen cooperatiu.
Per altim hem de plantejar I'equacié de conservacié del moment lineal pel
flux del gel: oL
pi=V -7+ fy. (3.6)

A les escales de longitud, velocitat i viscositat cel-lulars el nombre de Reynolds és
molt baix, de manera que podem negligir els termes inercials i obtenir simplement

fr=-V.é& (3.7)

Amb aquesta darrera equacié ja tenim formulades totes les lleis de conservacié que
governen un gel polar actiu.

REOLOGIA DE FLUIDS COMPLEXOS. HIDRODINAMICA DELS GELS POLARS
ACTIUS



CAPITOL 3. HIDRODINAMICA | REOLOGIA DELS GELS POLARS ACTIUS 48

3.3 Equacions constitutives

Després d'haver plantejat les lleis de conservacié a la seccié anterior, ara hem d’es-
pecificar les propietats del material. Per caracteritzar el gel hem de formular les
anomenades equacions constitutives d’aquest, que no sén més que les relacions en-
tre les causes i les conseqiiéncies del flux, és a dir, les forces generalitzades i els
fluxos generalitzats. Aquestes relacions ens donaran les respostes del gel, els fluxos,
a 'acci6 de diversos agents, les forces.

Per obtenir aquestes relacions constitutives haurem d’identificar, en primer
lloc, els fluxos i les forces que descriuen el sistema. Aixd ho podrem fer gracies a
la termodinamica dels processos irreversibles, que ens déna el canvi d’energia lliu-
re d'un sistema en funcié dels fluxos i les forces. Un cop identificats els fluxos i
les forces caldra proposar unes relacions entre ells. En situacions properes a I'e-
quilibri aquestes relacions es poden aproximar linealment, de manera que fluxos i
forces sén proporcionals i les constants de proporcionalitat esdevenen parametres
fenomenoldgics a determinar experimentalment. Tanmateix, aquestes constants de
proporcionalitat, els anomenats coeficients d'Onsager, han de complir una série
de restriccions per tal que les relacions constitutives s’adeqiiin a les simetries del
sistema.

Un cop haguem determinat les equacions constitutives del gel en base a les
seves simetries, només haurem de combinar-les amb les lleis de conservacié per
obtenir les equacions que regeixen la dinamica del gel anicament en funcié de les
forces que hi actuin i dels diversos coeficients fenomenologics.

3.3.1 Fluxos i forces

Per comencar, doncs, hem d’establir quins sén els fluxos i les forces que descriuen els
gels polars actius que estem tractant. Per aixo utilitzarem el fet que els fluxos i les
forces estan definits en el marc de la termodinamica dels processos irreversibles com
a quantitats energéticament conjugades, és a dir, que el seu producte déna un ritme
de canvi d'energia. Llavors, el canvi d’energia lliure d'un sistema es pot escriure
com a suma dels diversos productes de fluxos i forces conjugades que descriguin el
sistema.
Aixi doncs, el primer pas és trobar el canvi d’energia lliure del nostre sistema.
Per trobar-lo simplement hem de completar el resultat que hem obtingut per una
fase nematica passiva, (2.142), amb el terme actiu provinent de la hidrolisi d'ATP.
L’energia produida per la hidrolisi d'una molécula d'ATP és la diferéncia de potencial
quimic de la reaccié, Ay, i per tant, I'energia lliure associada al consum d'ATP en
el gel és
Farp = —qAu; Ap = parp — papp — KP, (3.8)

on ¢ és el nombre de molécules que s’hidrolitzen per unitat de volum. Aixi doncs,
tenim

ff:—/ (7?5:63+]\7-ﬁ+rAu)dV, (3.9)
1%

on 7 = ¢ és el ritme d'hidrolisi de molécules d’'ATP per unitat de volum.
Finalment doncs, en vista de I'expressié (3.9), podem identificar els fluxos i

forces conjugats mostrats a la taula 3.1. Aquesta tria de fluxos i forces correspon al

criteri de Harvard? del qual hem parlat al capitol anterior, a les seccions 2.3 i 2.4.

2E| grup de Harvard que va dur a terme aquestes investigacions estava format, entre d'altres,
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Taula 3.1: Fluxos i forces en un gel polar actiu.

3.3.2 Fluxos reactius i dissipatius. Paritat sota inversié tem-
poral

A continuaci6 separarem el canvi d'energia lliure en una part associada als processos
reversibles i una part associada als processos irreversibles, cosa que sera senzilla ha-
vent escollit el criteri de Harvard. Considerant que el sistema es troba a temperatura
constant, tenim .

F=U-TS = Frep + Firr- (3.10)

Aquesta separacié, llavors, porta també a una separacié dels fluxos (ja que les
forces s6n agents independents de la resposta del sistema) segons contribueixin a
la part reversible o irreversible del canvi d'energia lliure. Les parts dels fluxos que
se n'obtenen s’anomenen, respectivament, parts reactives i dissipatives dels fluxos
que, evidentment, han de complir

727:5 = %S,r + 727:5,(1, N=N, + J\_fd, r=r.+rg. (3.11)

L’argument de la reversibilitat microscopica utilitzat per Onsager per deduir les
relacions entre els coeficients de la termodinamica dels processos irreversibles ens
assegura que les parts reactives i dissipatives dels fluxos tenen la paritat contraria
sota inversié temporal, aixi com que les forces tenen la mateixa paritat sota inversié
temporal que els fluxos dissipatius. De fet, coneixem la paritat sota inversi6é temporal
de les forces, que es mostren a la taula 3.2. Totes elles es poden deduir directament
a partir de les seves definicions. Aixi doncs, sabudes les paritats de les forces,
queden fixades les paritats de les parts reactives i dissipatives de tots els fluxos.

Forca \ Paritat sota inversié temporal
+
+

o ::"1.5

Taula 3.2: Paritats sota inversié temporal de les forces en un gel polar actiu.

3.3.3 Viscoelasticitat. Model de Maxwell convectiu

Ara ja podem proposar relacions lineals entre fluxos i forces. Comencarem, pero,
per la relacié entre el tensor d'esforcos viscosos i la deformacié, que ha de tenir en
compte la viscoelasticitat del gel. Per tal de mantenir la linealitat de les relacions

per P. Martin, P. Pershan, O. Parodi, J. Swift, D. Forster, T. Lubensky i M.J. Stephen.
3Es important recordar que la definicié de h es fa a una deformacié donada que és constant.
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constitutives, utilitzarem el model de Maxwell convectiu com a relacié reologica
entre I'esforc i la deformacié. El model de Maxwell convectiu és només una gene-
ralitzacié del model de Maxwell que hem presentat a la seccié 1.3. Es tracta de
tenir en compte la invariancia tant sota translacions com sota rotacions, cosa que
podem aconseguir simplement substituint la derivada temporal de I'esfor¢ per una
derivada corotacional. Llavors,

D\ = -
(1 + TDt) Ts = 2ne. (3.12)

Quan s'aplica a un tensor, de forma similar a quan s’aplicava a un vector a (2.144),
la derivada corotacional es defineix com
D7,
Dt

b 3 o 3 S T
ﬁs—b-ﬁs—(b-fr‘s) . (3.13)

A continuacié hem de separar les contribucions de les parts reactiva i dis-
sipativa del tensor d’esforcos. Les Gniques restriccions que han de complir sén la
donada a I'expressi6 (3.11) i que tinguin la paritat contraria sota inversié temporal.
Aixi doncs, respectant aquestes condicions, podem definir

D74
Dt

(3.14)

Tsp = —T

Amb aquesta definici6, el model de Maxwell convectiu (3.12) es pot expressar com

D\ /= = D?\ 3 =
(1 + Tl)t) (ﬁs,d + 7735,7") — (1 - TQDtQ) ﬁs,d = 2776 (315)

3.3.4 Relacions d'Onsager pel director

Ara ja podem formular les relacions lineals entre fluxos i forces, és a dir, les anome-
nades relacions d'Onsager de la termodinamica dels processos irreversibles. L’anic
que haurem de fer sera escriure relacions de proporcionalitat de cada flux amb totes
les forces introduint els respectius coeficients d'Onsager permesos per les simetries
del sistema. També haurem de vigilar en tot moment que es garanteixi la viscoe-
lasticitat del gel, en particular via el model de Maxwell convectiu. A més, haurem
de tenir presents les relacions de reciprocitat d’Onsager, que asseguren que els co-
eficients d'Onsager creuats sén iguals (amb el signe canviat si s'escau), i el principi
de simetria de Curie, que assegura que els coeficients d'Onsager que relacionen
quantitats amb paritat sota inversié temporal diferent sén nuls.

Comencem, doncs, pel flux N, que no és més que la derivada corotacional
del director 7. La relacié entre N i h s’ha de fer a través d’'un coeficient d’Onsager
escalar, que anomenarem 1/7. Per la seva banda, I'acoblament amb Ay s'ha de
fer a través d'un coeficient d’Onsager vectorial. A causa de la simetria polar del
gel, aquest coeficient sera proporcional a 7, amb una constant de proporcionalitat
. Aixi doncs,

—

.k
N =2+ Adut..., (3.16)

on falta considerar I'acoblament amb é. Per tal de garantir la viscoelasticitat del

gel, la relacié lineal entre N i € ha de ser diferencial i mediada per un coeficient
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d'Onsager de tercer ordre tensorial. Per saber exactament quina relacié han de
complir ens situarem a |'espai de Fourier. Si w és la variable conjugada de Fourier
del temps ¢, tindrem

N = iwh = +AAp—C(w)L:é, (3.17)

2| S

—

on L és el coeficient d'Onsager i C (w) és la funcié adimensional que reflexa la
viscoelasticitat del gel. Novament a causa de la simetria polar del sistema, el
coeficient d’Onsager sera una combinacié del director 7 i de la identitat de segon
ordre:

Lijk = (g (niéjk + njézk) +ﬁnk5ij) . (318)
Utilizant llavors la simetria de & obtenim
= Nﬁ X =S
N = -+ aAp —C(w) (l/n e+ I/neii) . (3.19)

Ara hem de veure quina forma ha de tenir la funcié C (w). Per tal de
complir la viscoelasticitat del gel s'ha de verificar el segiient. A freqiiéncies baixes,
la resposta del gel ha de ser viscosa, de manera que N ha de ser proporcional a é
Llavors,

lim C(w)=1. (3.20)
wkl/T
En canvi, a freqiiéncies altes, la resposta del gel ha de ser elastica, de manera que
]_\? haura de ser proporcional no pas al ritme de deformacié € sin6 a la deformacié
~, amb

- D: 5 5
é 7: — &= iwy. (3.21)
Aixi doncs, cal que
1
li C = —. 3.22
w;%‘r (w) iWT ( )

Segons aix9d, la funcié C' (w) adequada per aquests propdsits és

1 1 —wr
= = : 2
Cw) 1+ewr 1+ w?r? (3.23)

Finalment, introduint I'expressié (3.23) a (3.19) i calculant-ne I'antitransfor-
mada de Fourier, tenim

D2\ . D2\ (h D =
(1 — T2Dt2) Ny = (1 - TQDtQ) (’Y + AﬁAu) +T oy (Vﬁ €+ Pﬁen‘) )
(3.24)

D?\ - .3
<1 - 7'2D—752 N, = —vi - € — Uheg, (3.25)
on hem separat les contribucions de cada terme a la part reactiva o dissipativa del
flux segons la seva paritat sota inversié temporal. Aquestes dues expressions sén
les relacions d'Onsager que buscavem pel director, que el relacionen amb les forces
generalitzades a nivell lineal i tenint en compte la viscoelasticitat del gel*.

4A [12] es cita una forma diferent per aquesta equacié constitutiva.
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3.3.5 Relacions d'Onsager pel tensor d’esforcos

Ocupem-nos ara del flux #,. El coeficient d’Onsager que relaciona linealment el
flux 7, amb la forca ¢ és un tensor de quart ordre. Tanmateix, per motius de
simplicitat, considerarem que aquest tensor és diagonal (seria el cas d'un medi
isotrop) i ve caracteritzat per una Gnica component, la viscositat 7. Si la relacié fos
a través d'una simple proporcionalitat estariem descrivint un fluid newtonia, pero
com que el gel que estem estudiant és un fluid complex viscoelastic, la relacié lineal
entre esforc i deformacié ve donada pel model de Maxwell convectiu introduit a les
equacions (3.15) i (3.14).

A continuacié hem d’acoblar el tensor d’esforcos amb la diferéncia de poten-
cial quimic Au. A causa de la paritat sota inversié temporal d’aquesta quantitat
i del fet que sigui una constant, només hi podra haver acoblament amb la part
reactiva de 7, i haura d’estar mediada per un coeficient d'Onsager de segon ordre
tensorial. Aixi,

Fow=MAp+.... (3.26)
La simetria polar del sistema imposa que el coeficient d'Onsager M només pugui
ser una combinaci6 del vector director 7 i la identitat de segon ordre, de manera
que

M = —Can —C1. (3.27)

Per Gtim, per acoblar el tensor d’esforcos amb el camp molecular hem de tenir

en compte les relacions de reciprocitat d'Onsager, que ens fixen aquest acoblament

donat I'acoblament complementari, entre N i & Aixi doncs, recopilant tot el que

hem dit i utilitzant els resultats de |'apartat anterior per dur a terme aquest altim
acoblament, tenim

D%\ = - D /v/ - = o\ 3
_2t N\ 3 _Lyvi A — (s
(1 T Dt2) Ts.d = 2N€ oy (2 (nh + hn) +v (n h) I) , (3.28)
= D%&d A _= vV /. - - /. =\ 3
R = — ﬁ—Au (Cnn+<f)+§<nh+hn)+y(n-h) 1. (3.29)

3.3.6 Relacions d’'Onsager pel ritme de consum d’'ATP

L’anic flux que ens resta per analitzar és r, el ritme de consum d'ATP. El seu
acoblament amb Ay es fa a través d'un escalar, A, mentre que el seu acoblament
amb el camp molecular es déna a través d'un vector, que ha de ser proporcional
al vector director a causa de la simetria polar del sistema. Com que tant Ap
com h tenen paritat sota inversié temporal positiva, el seu acoblament sera amb la
part dissipativa de r. Per la seva banda, I'acoblament amb el tensor de ritme de
deformacié € es donara amb la part reactiva de r també a causa de la paritat sota
inversié temporal. El coeficient d'Onsager ha de ser de segon ordre tensorial:

rp=DP:¢ (3.30)

La simetria polar del gel i les relacions de reciprocitat d'Onsager fan que aquest
tensor hagi de tenir la forma

—

P = ¢in + (1. (3.31)
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Ajuntant tota aquesta informacié arribem a
rg = AAp+ A - R, (3.32)

e = ChfL: @+ Cey (3.33)

3.3.7 Equacions constitutives dinamiques d’un gel viscoelas-
tic polar actiu

En aquest darrer apartat de la secci6 fem un recull dels resultats obtinguts. Aixi
doncs, es presenten les equacions constitutives dinamiques dels gels viscoelastics
polars actius que, juntament amb les lleis de conservacié presentades a la secci6
3.2, completen la descripcié hidrodinamica d'aquests fluids complexos tan peculiars.
Combinant els resultats dels apartats anteriors arribem a les segiients equacions:

= D\ (3 A U WL PN W S =
2ne€ = <1+TDt) (7TS +CA;mn+CAuI) —5 (nh—i—hn) —U (nh) 1, (3.34)
D?\ Dn
. 27 - =
(1 ’ Dt2> Dt
D>\ [h D -
. _ 27 e ~ _ _ - sz —a
= (1 T Dt2> 5 + AMAp (1 TDt> (Vn e+1/ne”), (3.35)

r=AAp+ A B+ CRR: E+ Ceys (3.36)

Cal destacar que aquestes relacions constitutives sén independents de les equacions
de continuitat que haguem utilitzat. Aixi doncs, les relacions constitutives que hem
trobat corresponen a qualsevol gel polar actiu, independentment de quina sigui la
font de I'activitat del gel. En canvi, per escriure les equacions de continuitat si que
hem hagut d'especificar que I'origen de I'activitat es trobava en I'accié dels motors
moleculars, per la concentracié dels quals hem formulat les corresponents lleis de
conservacié en forma d'equacions de continuitat.

3.4 Limitacions de la teoria

En aquesta seccié posem de manifest i discutim les principals limitacions de la teoria
hidrodinamica dels gels polars actius que acabem de completar.

3.4.1 Nivell hidrodinamic i lineal de la descripcié

Un aspecte de la nostra teoria que ja hem destacat anteriorment és que es tracta
d’una descripcié a nivell hidrodinamic, de manera que tota la dinamica microscopica
del sistema queda capturada en un conjunt de parametres macroscopics. Aixo fa
que no puguem accedir amb la nostra teoria a la descripcié dels gels polars actius
en escales de temps o de longitud massa petites, malgrat que aix0 no acostuma a
suposar cap problema a la practica.

En canvi, el que si que suposa una important limitacié de la nostra teoria és
la linealitat de les relacions constitutives. Quedar-nos a nivell lineal ens ha permeés
utilitzar la termodinamica dels processos irreversibles per desenvolupar les relacions
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constitutives d'una forma sistematica. Fixades les simetries del sistema, les relacions
constitutives queden totalment fixades a nivell lineal amb I'Gnica llibertat del model
reologic. Aqui ens hem decantat pel model de Maxwell convectiu amb un dnic
mode de relaxacié. Un aspecte que podriem haver inclos en la descripcié lineal
del sistema i que no hi hem inclos per motius de simplicitat és la quiralitat dels
filaments d’actina.

Ara bé, la descripcié lineal sistematica que hem fet només és valida per
régims propers a l'equilibri termodinamic (Ap < kpT), i els sistemes biologics
es troben molt sovint en régims molt allunyats de I'equilibri (Au > kpgT). Aix9,
doncs, si que suposa un fort inconvenient per la nostra teoria. Per solventar-lo
podriem estendre I'expansié a nivell quadratic, procés que es podria fer de forma
sistematica. Tanmateix, el nombre de parametres que necessitariem en aquesta
teoria la convertirien en totalment impracticable. Aixi doncs, el tractament més
sensat sembla ser la introducci6 de la no linealitat en aquells punts on els experiments
indiquin que la descripcié lineal és insuficient. Aquest procediment, malgrat no ser
sistematic, sembla ser |'Ginic possible a la practica.

3.4.2 Model reologic

Una segona limitacié de la nostra teoria dels gels polars actius és el model reologic
que utilitzem. El model reologic és I'tnica llibertat que tenim en construir la teoria
hidrodinamica lineal un cop fixem les simetries del sistema. Aqui ens hem decan-
tat pel model de Maxwell convectiu amb un Gnic mode de relaxacié viscoelastica,
caracteritzat pel temps de relaxacié exponencial 7. Tanmateix, els experiments mi-
croreologics duts a terme en cél-lules indiquen que la viscoelasticitat del citoesquelet
no es pot descriure per mitja d'un dnic temps de relaxacié®. Enlloc d'aixo, cal una
distribuci6 de temps de relaxacié amb forma de llei de poténcies, que es pot intro-
duir a través del model de Maxwell multimodal (1.13). Novament, aqui ens hem
limitat al model de Maxwell unimodal per motius de simplicitat.

3.4.3 Efectes de permeaci6

Un altre aspecte que caldria incloure per millorar la teoria que hem desenvolupat en
aquest treball és la permeacid, és a dir, el fet que el gel d'actina que hem descrit
es troba en el si d'un altre fluid cel-lular, el citosol. Aqui hem negligit la permeacié
suposant que no hi havia moviment relatiu entre aquests dos fluids, perd aquest
moviment pot existir i pot ser una font important de dissipacié viscosa que aqui no
hem contemplat®.

3.4.4 Soroll actiu i passiu

Tampoc hem estudiat les fluctuacions de les quantitats que descriu la teoria hidro-
dinamica que hem construit. En la mateéria activa hi ha, de fet, dos tipus de soroll
que causen les fluctuacions: el d'origen térmic, ja present en el régim d’equilibri, i
el d’origen no térmic, degut als processos estocastics que mantenen el sistema fora
de I'equilibri.

5Veure els resultats experimentals a [1] i un resum a [12].
6La teoria que inclou la permeaci6 es pot trobar a [13], on també s'inclou la quiralitat dels
filaments d'actina, o a [6].
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Al voltant de I'equilibri, les fluctuacions térmiques es poden relacionar amb
la resposta lineal del sistema a les forces generalitzades que hi actuen per mitja
del teorema de fluctuacié-dissipaci6. Aixi doncs, en aquest régim podem descriure
els efectes del soroll térmic (o passiu) partint de les equacions de la hidrodinamica
lineal que hem desenvolupat. Les conseqiiéncies que se n'obtenen sén canvis en els
valors efectius de la viscositat i el modul elastic del gel. Més lluny de I'equilibri,
ens els régims d’activitat dels materials biologics, el teorema de fluctuacié-dissipacié
pot no complir-se i, de fet, es viola’.

Ara bé, a la cél-lula hi ha un altre tipus de soroll d’origen no térmic, anome-
nat soroll actiu. L'estocasticitat dels processos de polimeritzacié de I'actina o del
funcionament dels motors moleculars, entre d'altres, en sén la font. L'estudi del
soroll actiu és un gran repte a causa de la manca de procediments sistematics pel
seu tractament.

3.5 Flux espontani

En aquesta altima seccié il-lustrem el moviment espontani dels gels polars actius.
Veurem |'aparicié d'una transicié de fase fora de |'equilibri en una pel-licula prima de
gel polar actiu que fa que, a partir d'un cert gruix de la pel-licula de gel, aquest es
posi en moviment de forma espontania®. Aquest moviment espontani s'aconsegueix
sense |'aplicacié de cap camp extern i és Gnicament degut a l'activitat del gel.

3.5.1 Solucié estatica

Considerem, doncs, una pel-licula molt prima de gel polar actiu adherida inferiorment
a un substrat i amb la superficie superior lliure. Estudiem I'estat estacionari d’aquest
sistema per mitja de les equacions hidrodinamiques desenvolupades a les seccions
anteriors. Considerarem el comportament del fluid a temps molt majors que el de
relaxacié viscoelastica, t > 7, de manera que les equacions constitutives es reduiran

- — 1 - — — 3 — - -\ 3
2mé =7+ 3 (th - /m) ¢ Apdi+ CApT — % (ﬁh + hﬁ) 7 (n : h) I, (3.37)
Dh  h =
?7; =+ MNaAp — vit - & — They;. (3.38)

A l'equaci6 del tensor d’esforcos hem utilitzat la forma de la part antisimétrica in-
troduida a (2.137) per tal d’escriure’n la part simétrica en funcié del tensor complet
7. L'equaci6 de balanc¢ del moment lineal, per la seva banda, queda

=0. (3.39)

A

V-

En primer lloc hem de particularitzar aquestes equacions per la geometria
que té el nostre problema (veure figura 3.6). Considerarem que la pel-licula de gel
es troba sobre el pla zy i s'alca en la direccié 2. Assumirem que les condicions de
contorn per la velocitat sén d’adhesié i pel director sén d'ancoratge fort. Llavors,

"Veure [3].
8Es poden veure altres exemples de flux espontani en gels polars actius a [26] i a [12].
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actin film z T

Figura 3.6: Pel-licula prima de gel d’actina. S’hi mostren les variables geométriques
del problema i I'ancoratge fort del director a les superficies. Imatge extreta de [12].

escollirem I'eix & en la direccié principal marcada per I'ancoratge fort del director.
Aixi, I'abséncia de forces o fluxos en la direccié i permet reduir el problema a una
geometria bidimensional descrita per les coordenades x i z. El fet que la pel-licula
de gel sigui molt prima en la direccié z, aixi com el fet que el flux sigui viscés
indiquen que

U=y (z,2) . (3.40)
La incompressibilitat del flux, a més, porta a
6-17:88?:0:17:%(2)‘%. (3.41)

Aixo, al seu torn, fa que les niques components no nul-les del tensor del ritme de

deformacié siguin

1 dv,
= = — =e. 42
Coz = Cop = 5= =€ (3.42)

A continuacié introduim I'angle polar 6 de manera que
=1 (z) = (sinf (z),0,cos6 (z)) . (3.43)

Llavors, 'equaci6 (3.37) queda

1
2ne = Ty, + 3 (hysin® — hy cosf) + (Apsind cosd — g (h,sin@ + hy cosB),
(3.44)
1
2ne = Ty + 3 (hycos@ — h,sin®) + (Apcosfsing — g (hycos®+ h,sinf).

(3.45)
Tot seguit descomposem el camp molecular segons les seves components paral-leles
i perpendiculars al director:

h= (hH sinf + hy cos@,0,hcost —hy sin@) , (3.46)
on hem utilitzat el canvi de coordenades donat per
& =nsing +tcos, 2 = cosf — tsin b; f-t=0. (3.47)

Llavors, sumant i restant les dues equacions anteriors i utilitzant identitats trigono-
métriques arribem a
Myz + Moz CA,U

2ne = 5 + 5 sin (26)

- % (hy sin (260) + h cos (20)),  (3.48)
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Moz — Tag = N1 (349)

Per I'equacié del director, tenint en compte que a I'estat estacionari tenim

Dn R
i —et, (3.50)
obtenim L
2y AAp = evsin (26), (3.51)
v
hi
— =e(vecos(20)—1). (3.52)
Y

Ara pretenem combinar aquestes equacions per trobar una (nica equacié
diferencial per 'angle polar 6 (z), eliminant qualsevol dependéncia de la velocitat a
través del seu gradient e. Comencem per adonar-nos que |'equacié de balanc del
moment lineal ens indica que

Oy, O
e 0, 5. 0. (3.53)

Com que sabem que I'esforc tangencial a la superficie Iliure 2 = L s’anul-la, tenim
gz (T, 2=L) =7y (x,2=L) =0 (3.54)

que, combinat amb la segona equacié de (3.53), ens d6na
T (2,2) = 0. (3.55)

Aixi doncs, la component 7., s'anul-la arreu. Llavors, podem combinar les equacions
(3.48) i (3.49) per obtenir

hy = 4ne — (Apsin (20) + v (hy sin (26) 4+ h, cos (26)) . (3.56)

A continuaci6 hi substituim I'equacié (3.51) per eliminar h, i posteriorment utilit-
zem |'equacié (3.52) per eliminar la dependéncia de e. Procedint d’aquesta forma
arribem a

b= CApsin (26) (v cos (260) — 1)
LT 4% +1v2 —2vcos(20) +1 7

C=C+uhy. (3.57)

Ara, doncs, només ens queda calcular la component transversal del camp
molecular A . Aixo ho podrem fer directament a través de la seva definicio:
/ /
_OF, = OF}

6Fgln(r)]
e otV e (3.58)

P =

En primer lloc haurem d’especificar la forma de I'energia lliure elastica per la nostra
geometria. Segons els resultats de la secci6 2.2, per una fase nematica polar tenim

f,gz/ F dV:/ (Fd—;hfqﬁ) dv; (3.59)
14 14
FdzDﬁ-m% (6-&)2+% (n (6xﬁ))2+’€2—3 (ﬁx (%m))z. (3.60)
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En una geometria bidimensional, pero, el terme de torsié s'anul-la, ja que el director
i el seu rotacional sén perpendiculars. Utilitzant el teorema de Gauss, el terme lineal
es pot escriure com un terme de superficie. En condicions d'ancoratge feble aquest
terme podria ser dominant, perd si considerem les condicions d’'ancoratge fort que
hem utilitzat en tot moment, aquest terme tampoc tindrd cap contribucid, ja que
el director a la paret vindra fixat per condicions externes. Finalment, per motius de
simplicitat, prendrem ky = k3 = k. Llavors, I'energia lliure elastica queda reduida

7= /V (’; ((ﬁ . ﬁ>2 . (n “ (6 “ n))2> . ;hjq#) v, (3.61)

Utilitzant ara que el director només depén de la coordenada z arribem a

7 :/V (1; <(d§;>2+ (ddnz)j - %hﬁq (ng+n§)> av. (3.62)

Llavors, el camp molecular esdevé

d?n d20 o\’
_ eq T _ jeq @ev. @
hy = hH ng +k 2 h\l ng + kdz2 n, —k (dz) Ny, (3.63)
d?n d20 do\?
_1€q Z _ 1,69 L _ -
h, = h“ n, + k—dZQ = hH n, kdzznm k (dz) n,. (3.64)
Sabent que .
h= (hH sin® + hy cos®,0,hycost — h sin@) =
= (thx +hin,,0, hHTLZ — hJ_nI) s (3.65)
podem identificar
do\? d20

Aquest resultat ens porta, llavors, a I'equacié diferencial desitjada:

ﬁ B CApsin (26) (v cos (20) — 1) (3.67)
dz® (4% + 12 — 2vcos (20) + 1) .

Solucionem ara aquesta equacié. Les condicions d’ancoratge fort a cadascu-
na de les superficies de la pel-licula de gel s'expressen segons

(3.68)

Utilitzant I'equaci6 (3.57), aquestes condicions es tradueixen en les corresponents
per la component perpendicular del camp molecular a les superficies:

hi(z=0)=h,(z=L)=0. (3.69)
L’equacié (3.52), llavors, ens permet determinar el gradient de velocitat:

1 d’U:C hJ_
= — = . T
DI E v (veos(260) — 1) (3.70)
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A través seu i amb la condicié d'adhesié al substrat
vy (2 =10) =0, (3.71)

veiem que la velocitat ha de ser nul-la arreu, v, (2) = 0. Aixo també fa que
h, (z) = 0, de manera que la direcci6 del director també queda fixada a tota la
pel-licula de gel al valor 6 (z) = 7/2.

3.5.2 Inestabilitat hidroactiva. Transicié dinamica de Frede-
riks
A continuaci6 estudiarem |'estabilitat a nivell lineal de la solucié estatica que acabem

de trobar. Per aixo considerem que el director no té una direccié exactament fixada
sin6 que fluctua lleugerament al voltant de la posicié d'equilibri:

0= g —€ le] < g (3.72)
Llavors, a nivell lineal en la pertorbacié ¢, I'equacié (3.67) queda
d?e 2 Ap (1
€. XApltvie _ < (3.73)

@_k(4%+(u+1)2) g

Totes les constants involucrades en la definicié de g2 sén positives a excepcié de
la constant d’acoblament efectiva entre I'activitat del gel i I'esforg, ¢, que pot ser
tant positiva com negativa. La situacié ¢ > 0 correspon a la generacié d'esforcos
de dilatacié per part dels motors moleculars del gel actiu, és a dir, per part de la
forca Ap. La situacié contraria, ¢ < 0, correspon a la generacié d'esforcos actius
de contraccié.

Solucionem ara I'equaci6 diferencial per la pertorbacié ¢ en ambdés casos.
Proposem solucions del tipus

1
€(z) ~e* = s= :5:5. (3.74)

Si els esforcos actius sén dilatils, g és real, de manera que la solucié es pot escriure
com
€q(z) = Age?!9 4+ Bge™*/9, (3.75)

on hem inclos el subindex d per remarcar que ens trobem en el cas d'esforcos actius
dilatils. A4 i By sén dues constants que determinarem a partir de les condicions de
contorn:

6(220):E(Z:L):0:>Ad:Bd:0:>6d(Z):0. (376)

Aixi doncs, en el cas d’esforcos actius dilatils, la soluci6 estatica és estable respecte
les fluctuacions del director.

Considerem ara el cas dels esforcos actius contractils. En aquesta ocasié g
és imaginari, i la solucié s'escriu

€. (z) = Acsin (2) + By cos (2) ; g = ta, (3.77)
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on, de nou, hem introduit el subindex ¢ per indicar que els esforcos actius son
contractils. Aplicant altre cop les condicions de contorn obtenim

€(z=0)=¢€(x=L)=0= B, =0, Acsin<§)0. (3.78)

Per complir la darrera condicié de contorn tenim dues opcions:

a=—; meN, A.#0 (3.79)
o bé A. = 0. En aquest altim cas, la soluci6 estatica és estable. Analitzem, doncs,
el cas que permet ¢, # 0, és a dir, I'aparicié d'una inestabilitat hidrodinamica

d’origen actiu o inestabilitat hidroactiva. Aquesta inestabilitat, perd, només pot
existir per valors de a inferiors al seu valor maxim, que anomenarem a.:

L
a<a.=—. (3.80)
T
Aixo és equivalent a dir que, suposant que el gruix del gel esta fixat, per tal que es

produeixi la inestabilitat hidroactiva cal que |'activitat del gel sigui major que una
certa activitat critica Ape:

w2k (43 Fw+ 1)2)
2CL2 (v +1)

Ap > Ap. =— (3.81)

Una altima manera equivalent d'interpretar la condicié d'inestabilitat és que, si
I'activitat del material esta fixada, el gruix de la pel-licula de gel sigui major que un
cert gruix critic L. donat per

_k (43 + v+ 1)2)

L>L.=ma=m =
20Au (v+1)

(3.82)

En definitiva, el que cal és que |'esfor¢c actiu contractil generat a la pel-licula de
gel sigui prou gran com per desestabilitzar el flux i ser capac de generar un flux
espontani. Tenim dues formes d'aconseguir I'esfor¢ actiu llindar: o bé augmentar
I'activitat de la conversié energética dels motors moleculars o bé augmentar el
nombre de motors moleculars a base de fer més gruixuda la pel-licula de gel.

Aquesta inestabilitat és similar a I'anomenada transicié de Frederiks en els
cristalls liquids. Alla és un camp magnétic extern el que provoca una pertorbacié
del director. Aqui, pero, |'efecte és dinamic. Tal com veurem a continuacio, els
esforcos actius provoquen una transicié de fase entre |'estat estatic i un estat amb
velocitat no nul-la.

Un cop s’ha desenvolupat la inestabilitat hidroactiva, per régims propers al
critic, hem vist que la pertorbacié esdevé

€. (2) = Agsin (%) ) (3.83)

on hem seleccionat Gnicament el mode critic m = 1. Cal destacar que el signe de
A, no esta determinat, de manera que la pertorbacié pot apuntar cap a qualsevol
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Figura 3.7: Inestabilitat hidroactiva que indueix un flux espontani en el gel polar
actiu. En una lamina de gel de gruix L major que el grux critic L., les fluctuacions i
els esforcos contractils desestabilitzen la solucié homogeénia del director 7 i la solucié
estatica del flux i indueixen oscil-lacions del director (en vermell) i un flux espontani
descrit per la velocitat no nul-la @ (en blau). La velocitat apunta cap a la dreta
perqué el director s’ha vinclat lleugerament cap amunt. Imatge extreta de [12].

dels dos sentits malgrat la polaritat del gel. Aixi doncs, tindrem un trencament
espontani de la simetria. La velocitat, per la seva banda, vindra donada per

(LA
CLAu A (cos (E) - 1) , (3.84)
?) L

7T(T}+%(I/+1

vy (2) =

que s'obté d'integrar el gradient de velocitat

dv, CAp . (T2
=—— A sin(— 3.85
dz 472 (w+1)° (L> (3.85)

amb la condicié de contorn d’adhesi6 al substrat, v, (z =0) = 0. Veiem, doncs,
que la velocitat pot dirigir-se cap a qualsevol d'ambdés sentits. El sentit que acabi
prenent vindra dictat pel sentit cap al qual s'hagi vinclat el director (veure figura
3.7). A més, el sentit de la velocitat és el mateix a qualsevol alcada z, de manera
que el flux que s’estableix transporta un cabal net donat per

Q= /L v (2)dz = — C(LPApAe (3.86)
0 w(n+}(u+1)2>
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Les mesures experimentals d'esforcos cel-luars indiquen que aquests sén con-
tractils, de manera que la transicié dinamica descrita en aquest apartat no és me-
rament una digressié teodrica siné que podria estar estretament relacionada amb
el mecanisme motriu de les cél-lules eucariotes. En particular, podria explicar el
moviment dels anomenats lamel-lipodis (veure figura 3.8).

Figura 3.8: Lamel-lipodi d'una cél-lula. Aquestes estructures desenvolupades per
les cél-lules per moure's i explorar el seu entorn podrien utilitzar un mecanisme
semblant al de la transicié dinamica de Frederiks per avancar. Imatge extreta de

[12]-
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